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VORWORT. 


Der analytischen Geometrie der Kegelschnitte und den 
Vorlesungen zur Einführung in die Algebra der linearen 
Transformationen von George Salmon lasse ich hier von 
der analytischen Geometrie des Raumes den ersten Theil in 
deutscher Bearbeitung folgen. 

Das Werk „A Treatise on the Analytic Geometry of 
three Dimensions “ meines verehrten Freundes Re v. George 
Salmon ist ein Buch von bedeutendem Umfange, es um- 
fasst die analytische Geometrie des Raumes von den Ele- 
menten an bis zu der Untersuchung der Probleme, welche 
die Mathematiker der Gegenwart beschäftigen. Ich habe mich 
für eine Trennung des umfangreichen Materials in zwei Theile 
entschfeden, deren einer die Theorie der Flächen zweiten Gra- 
des insbesondere enthält, indess der andere der Untersuchung 
der algebraischen Flächen und der Raumeurven im ganzen 
Umfange gewidmet ist, und ich hoffe dadurch die Wirksam- 
keit des Buches noch erleichtert zu haben, das trotz seines 
grossen Umfangs und obwohl es erst im Sommer vorigen 
Jahres erschien in England bereits fast vergriffen ist. . 

Durch Vermehrung der Beispiele namentlich in den 
Elementen, durch die Gegenüberstellung der Systeme von 
Punktcoordinaten und Ebenencoordinaten und die Darlegung 
ihres Gebrauchs, durch weitere Ausführung einiger Theo- 
rien, wie der von den ebenen Schnitten insbesondere den 
geradlinigen Schnitten, und von den sich selbst conjugierten 
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Tetraedern oder den Systemen harmonischer Pole und Polar- 
ebenen der Flächen zweiten Grades, etc. habe ich diesen 
ersten Theil des Werkes zu einem Lehrbuch für höhere Uu- 
terrichtsanstalteu vollkommener geeignet zu machen gesucht. 
Ich hoffe, dass es als ein solches dazu brauchbar erscheint, 
in die gegenwärtige wissenschaftliche Auffassung der analy- 
tischen Geometrie des Raumes einzuführen, d. h. zur Aneig- 
nung der wichtigen Errungenschaften der letzten Epoche in 
diesem Theile der mathematischen Arbeit hin zu leiten. In 
diesem Sinne habe ich die Theorie der Focalcentra und 
Focalkugeln in den Artikeln 211 f. und die Untersuchung 
des Feuerbach’schcn Kreises bei sphärischen Dreiecken 
in den Artikeln 239, 240 hinzugefügt; ich habe es aber nicht 
für statthaft und nicht für nöthig gehalten, nach systemati- 
scher Vollständigkeit zu streben und darf mir in dieser Be- 
ziehung wohl erlauben, auf die „Analytische Geometrie der 
Kegelschnitte mit besonderer Berücksichtigung der neueren 
Methoden“ (Leipzig, B. G. Teubner, 1860) zu verweisen, 
deren Vergleichung an sehr zahlreichen Stellen zu weiteren 
Ausführungen anleiten wird. 

Die Herausgabe des zweiten Theils der analytischen 
Geometrie des Raumes soll bald erfolgen, wenn Zeit und 
Kraft mir dazu werden und die fördernde* Theilnahme des 
mathematischen Publikums mir auch ferner nicht versagt ist. 

Chemnitz, im September 1863. 

Wilhelm Fiedler. 
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I. Kapitel. 

Der Punkt; Theorie der Projectionen und Trans- 
fornmtiüii der Uoordinaten. 


1. Wifi die I.age eines Punktes C in einer El»ene besliinmt 
wird, indem man ihn auf zwei in dieser Ebene gelegene (iuor- 
dinalenaclisen OX , OY bezieht, ist bekannt. Dm die Lage eines 
Punktes P im Kaurae zu l)estinimen, haben wir nun eine dritte 
Ar.lise OZ zu den beiden sclion vorhandenen hinzuzurügen, welehe 
niclit in ihrer Ebene liegt. Wenn wir dann die der Linie OZ 
parallel gemessene Entrernung des Punktes P von der Ebene .l'O Y 
und die x und y Coordinaten des Punktes C kennen , in welchem 
die durch P gehende Parallele zu OZ die Ebene schneidet, so ist 
die I.age des Punktes P olTeiibar vollständig bestinunt. 

Von den drei gegebenen Kieichungen 

x = = z = c 

bestimmen die beiden ersten den Punkt C und man erhält den Punkt 
P. indem man durch ihn eine Parallele zu OZ zieht und auf ihr die 
Länge CP — c ahträgt. Es ist auch bekannt, wie die Lage des 
Punktes C in der Ebene .10 Y von den Vorzeichen der Grössen 
a und b bedingt wird; in derselben Weise bestimmt das Zeichen 
von c die Seite der Ebene XOY, nach welcher die Linie CP zu 
messen ist, indem man annimmt, dass alle auf der einen Seite 
der Ebene gemessenen I.inien dieser Art als positiv gelten, wäh- 
rend die auf der andern Seite derselben gemessenen negativ sind. 
Man betrachtet z. B. die z aller über der Ebene XOY gelegenen 
Punkte als positiv und die ; aller unter derselben gelegenen 
Punkte als negativ unter der Voraussetzung, dass diese Ebene 
selbst eine Horizontalebene ist. Es erhellt zugleich, dass für jeden 
in der Ebene .VOE gelegenen Punkt z = 0 ist. 

Die von den Achsen miteinander gebildeten Winkel sind will- 

Nalmuii» Anal, (jeuin, tl. IUuiih-»». | 
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Wir hedieneii uns zu dieser Bestiniiiiuiig dei 
Fis:.!. 


kürlich iimerhall) der diirrli die vorigen üestiimmingen gezogenen 
lirenzen; die Aclisen werden aber speriell als rerlangulär hezeidi- 
nel, wenn die Linien OX und OF reeiitwinklicli zn einander sind 
und die Linie OZ normal zur Ebene XOY ist. 

2. Wir baben die Metbode der, llesliiiininiig eines I’iinktes im 
Haume in der Weise auseinandergesetzl, weicbe die einrachsle 
srbeint für diejenigen, welclie mit der analylisehen fieoinelrie in 
der Ebene vertraut sind, und gebeu nun dazu weiter, sie in einer 
melir syinmctrisclieii Art darziislellen. 

Verbindung von 
drei (loordinatenachsen OX, 
OY, OZ, weldie sich in einem 
l'unkte 0 sdmeiden , den wir w ie 
.B in der Planimetrie als den Anfangs- 
punkt bezeicbnen. Die drei Adi- 
I Sen heissen die Achsen der x, y, z 
; respective. Sic bestimmen auch 
die drei Coord in alen eheue n , 
nämlich die Ebenen XOY, YOZ, 
ZOX, welche wir als die Ebetien xy, yz, zx respective benennen 
werden. 

f)a nun on'eiibar 

PA = CK = a, Pli — CP = h, PC = c 



ist, so ist die Lage eines Punktes P bekannt, wenn seine drei 
r.oordinaten gegeben sind, d. h. wenn die drei (’ieraden PA, PK, PC 
bekannt sind, welche durch ihn den Achsen der a-, der y, der? 
respective parallel bis znin Dnrchsdmilt mit der Ebene der jedes- 
maligen beiden andern Achsen gezogen werden. 

Da ferner 

OP = (I, OK = b, OF =■ c 
ist, so kann der durch die Lleichnngen 

,T — a, y = b, z c 

bestimmte Punkt durch folgende symmetrische Conslruction ge- 
funden werden: .Man messe in der Achse der x die Länge OP = a 
und b“ge durch P die Ebene Pi? parallel der Ebene yz, iiies.se 
in der Achse «ter y die Länge OK = b und lege durch K die 
Ebene PCKA parallel zn zx, und endlich in der Achse der z die 
Länge OK — c und lege durch P die Ebene PAFB parallel zu xy; 
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der Durchschniltspunkt der drei so l>ftsliiiiinlen Ebenen ist P, der 
zu bestimmende Punkt. 

3- nie Punkte A, B, C werden als ilie I’rojectionen <les 
Punktes P auf die drei (ioor<linalenebenen bezeicimel; 
wenn die Achsen reclaiigulär sind, heissen sie insbesondere ortho- 
gonale Projeclionen. Da wir uns im Folgenden zu allermeist 
mit orthogonalen Projeclionen bescliäriigen werden, so sollen, 
wenn wir <dine nähere Hezeichiinng von I’rojectionen sprechen, 
immer orlhogonale Projectionen verstanden sein, widirend das Ge- 
gentheil ausdrücklich bezeichnet werden soll. Und da wir von 
einigen Eigenschaften der orthogonalen Projeclionen oll Gebrauch 
machen wenlen, so wollen wir dieselben, obgleich mehrere von 
ihnen schon in der „Analytischen Geometrie der Kegelschnitte“ 
(Artikel 431) bewiesen wurden, hier znsammensteilen. 

Die Länge der Orthogonalpi'ojection einer begrenz- 
ten geraden Linie auf irgend eine Ebene ist gleich dem 
Producte der Linie in den Cosinus des Winkels, wel- 
chen sie mit dieser Ebene bildet.*) 


*) Der von einer Linie mit einer Kbeiie gcbilJete Winkel ist derselbe, 
welchen die Linie mit ihrer Orthogonalprojeetion auf diese Ebene ein- 
sehliesst. 

Der Winkel zwischen zwei Kheiien wird durch den Winkel der Nor- 
malen gemessen, welche man in ilmen auf ihrer Uurchschuittslinio in ei- 
nem beliebigen Punkte derselben errichten kann; oder auch durch den 
Winkel der Normalen , die man von irgend einem Punkte auf beide Ebe- 
nen fallt. 

Der Winkel zwischen zwei Linien, welche sich nicht schneiden , ist 
durch den W'inkel gemessen, den zwei Parallelen zu denselben von einem 
Punkto aus einscliliesscn. 

W’enn wir von dem Winkel zweier Linien sprechen, so ist es wUn- 
schonswerth, ohne Zweideutigkeit auszndriicken, ob wir den spitzen oder 
stumpfen Winkel derselben verstehen. Dazu setzen wir voraus, dass 
z. B. für den Winkel der Linien CC' in Figur 2 diese Linien in dem 
Sinne von /' nach P' und von C nach C' durchlaufeu werden und dass für 
die Parallele 1‘Q derselbe Sinn fcstgchalten werde. Alsdann ist der tVin- 
kel zwischen diesen Linien ein spitzer. Wenn wir aber von dem Winkel 
der Linien PP' und Cf C sprechen, so ist die Parallele PQ' nach entgegen- 
gesetztem Sinne zu ziehen und wir erhalten den stumpfen Winkel, wel- 
chen die Linien mit einander bihlen. 

Wenn wir von den Winkeln sprechen, welche eine gerade Linie OP 
mit den Achsen bildet, so verstehen wir darunter immer die Winkel, wel- 
che OP mit den positiven Seiten der Achsen CJX, Oi', CJ7, cinschliesst. 

1 * 
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Sind PC und P' C' die von P und p' auf die Ebene XOY 
gefrdllen Normalen, so isl CC' die Or- 
lbog(tnal|irojeclion der Linie PP' auf diese 
Eben«!, und die Vervollständigung des 
Kecblecks PC'C'O durch die Parallele PQ 
zu CC' liefert 

PO = CC’ = PP' . cos P'PQ. 

4. IMe Projection einer in ei- 
II e r b e 1 i e 1) i g e II E b e n e e n t f I a 1 1 e II e II 
l•■läcbe auf eine Ebene ist gleich 
dem Prodiicte der Originairiäcbe 
i n d e II c o s i n ii s d e s v o n beiden Ehe n e n gebildete n NV i n - 
kels. („Aiialyt. Geoiii. der Kegelscbn.“ Artikel 451) Denn vvenii 
die Urdinateii beider Figuren zur Durcbscbnitlslinie ihrer Ebenen 
normal genommen sind, so ist jede Ordinate der Projection das 
Product aus der enlsiirecbenden Ordinate des Originals in den 
cosimis des von beiden Ebenen gebildeten Winkels. Fnd wenn 
zwei Figuren von derjeiiigi'ii llescbaffenlieil sind , dass die den- 
selben Abscissen enlsprecbeiideii Ordinaten in iinveränderlicbein 
\ erliähniss stehen, so sind die Flächen dieser Figuren selbst in 
dem nämlicben Verbällniss. (,,.\nalyl. Geoni. der Kegelschnitte“ 
Artikel 255.) 

5. Die Projection eines Punktes auf eine gerade 
Pig, 3 _ Linie ist der Dui cbscbnillspunkt der- 

selben mit einer durch den Punkt gehen- 
den und zu ihr normalen Ebene ; es sind 
also beispielsweise in Figur 1 für rectaii- 
guläre Achsen 1>, E, F rlie. drei Projec- 
tioneii des Punktes P auf die Achsen. 

Die Projection einer begrenz- 
ten geraden I, i n i e auf eine andere 
G erade ist gleich dem Product der 

e r s t e r e II Linie in den Cosinus des 

von beiden gebildeten Winkels. 



Sei PP' die gegebene Linie und DD' ihre Projection auf OX, 
so ziehen wir durch P eine zu OX parallele Gerade bis ziiiii Diircli- 
sclmill mit der Ebene P'C'D' in ; da beide auf einander nornial 
sind, so ist PQP' ein rechter Winkel und 
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PO = pp’, cos P'PQ, 

endlicli aber 

PQ = Diy, 

weil diese Geraden die in zwei parallelen geraden Unien von zwei 
parallelen Ebenen gebildeten Abschnitte sind. 

6- Für drei beliebige Funkte P, P’, P" ist die Pro- 
j e c t i o n von PP" auf eine beliebige Gerade der Summe 
der Projectioneii von PP’ und P' P" auf dieselbe Ge- 
rade gleich. 

Wenn D, D', D" die Projedionen der drei Punkte sind, so 
ist DD" die Summe von DD' und D'D ", so lange D' zwischen D 
und D" liegt. Liegt aber D" zwischen D und D’, so ist DD" die 
IMlTerenz von /)/>' und ////', und da der Sinn des Uebergangs 
von D' nach //' der enigegenge.setzte von dem von D nach D' ist, 
so ist DD" die algebraische Summe von DD' und D’D". 

Dass die Projeclion von P’ P" im letzteren Falle mit dem 
negativen Zeichen zu nehmen ist, geht auch daraus hervor, dass in 
diesem Falle die Länge der Projeclion das Product von P'P" in den 
Cosinus eines stumpfen Winkels ist. 

Für eine beliebige Anzahl von Punkten P, P’, P", P'”, etc. 
ist allgemein die Projcction von PP"' auf eine beliebige Gerade 
gleich der Summe der Projectioneii von PP’, P’P", P"P" auf 
dieselbe Gerade. 

7. Wir werden oft Gelegenheit haben, von dem folgenden • 
speciellen Falle des Vorbergebenden Gebrauch zu machen. 

Die Summe der Projedionen der Goordinaten des 
Punktes auf eine beliebige Gerade ist der Projection 
seines Radius Vectors auf dieselbe Gerade gleich. 

Denn die Betrachtung der Punkte 0, D, C, P in Figur 1 oder 3 
zeigt, dass die Projeclion von OP der Siimine der Projectioneii 
von OD {= a:), DC {= y) und CP (= z) gleich sein muss. 

8. Nachdem wir diese auf die Projedionen bezüglichen Grund- 
sätze begründet haben, die wir häufig anwenden werden, kehren 
wir zu dem eigentlichen Gegenstand dieser Untersuchung zurück. 

Die Goordinaten desjenigen Punktes, welcher die 
Entfernung zwischen zwei Punkten x’, y, z’; x", y", z" 
in dem Verhältniss m : n tbeill, sind 

mx’ ' + «.r’ my" -|- ny mz" nz’ 

m m n ’ ' m + n 
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Iler Heweis l’ür tleii eiilsiirecliciiilen Salz ilcr aiialylisi'hen Pla- 
iiiiiielrie l)f«eisl aiidi den {jegen\värli};eii Salz. (Vergl. „Analyt. 
lieüiii. der Kegelsrim.“ .Arlikel 7-) 

Wenn wir das Verlifdlniss m : « als utdieslimml lielrarlilen. 
so drücken dieselben riloirbnngen die (’.oordinalen eines beliebigen 
l’imkles in der Verbindnngslinie jener bi-iden l’nnkte aus. 

9. Eine der Seilen eines Dreiecks ist im Verhäll- 
nissm ; « und die Verbindnngslinie des TlieilpniiKtes mit 
der gegenüberliegenden Ecke iin Verliältniss {m -f- «) : / 
gelheill, welches sind die Coordinalen des letzlcren 
Tlieilpniikles? 

Sie sinil 

l./ + m.c' + nx" li/' + m y"+ nij' 

/ + »I -E « ' / d- m + H 

Iz' + >iiz" + tiz"’ 

/ Hl + n ’ 

wie man genau in derselben .\rl beweist . in welcher das enl- 
sprecliende Tbeorem der IManiinclrie bewiesen wurde. („Aiialyl. 
(leoin. d. hegelsclmilte“ Arlikel 7.) Wenn /, m, n unbestiiimile 
tlrösseu sind, so drücken dieselben Gleichungen die l'.oordinalen 
eines beliebigen Dunkles in der Ebene des belracbtelen Dreiecks 
aus. 

Beispiel. Hie geraden Linien, welche die Mittelpunkte 
der gegenüber liegenden K a n l e n eines Tetraeders verbin- 
den, s c b II e i d c n .sieb in einem Dunkle. 

Denn die x von zwei solcben Mitleljiunklen sind 
X + .r + .r 

“J“’ 2 ’ 

das X des Mitlelpunkics ihrer Verbindungslinie ist folglich 

~4 ’ 

analoge Ausdrücke geben die Coordinalen y und z dieses Dunkles und 
ihre Synunetric zeigt, dass sie auch den Verbindungslinien der andern 
.Millcipunktspaarc angcliöreu. 

Die geraden Linien, welche die Ecken desTelraeders mit den Sebwer- 
punklen der IJegenliricben verbinden, geben durch denselben Dnnkl. Denn 
das X eines solchen Scbwei'pnnkls ist 

.r' -f x" + .r'" 

:t ■ ■ 

und wir erhallen denselben Werlb wie vorher, wenn wir die Verbindungs- 
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linie rt(!rscH)nn mit der gr({cnfilH!rlifgcniltm Kckß n;idi dem Verliällniss .1; 1 
tbeileii. 

10. Man soll <lic Kiiirerniing ZMisi;lu-ii zwei l'uiik- 
len P, P' Iteslininieu, welclie ileii rcelangiiläreii Coor- 
dinateu a"', y, z\ x , y", z" eiils|>reclieii. 

Die Figur 8 zeigt, dass 

PP'^ = P'tji + PQ-i 

ist ; da nun 

P’Q z — z', PQ^ = CC'* = {x — xy + iy’ — y")'‘ 

(„Aiialyt. Geoiii. d. Kegelsclin.“ Artikel 5.) 

so ist 

PP"^ = (ir' — x'y + iy' — y")* + (s' — z"i‘. 

Zusatz. Die Kiiirerniing eines lieliehigeii Diiiiktes 
a*', y', z' vom An Tangs |)tinkl der t^oordiiiaten ist diireh 
die G 1 e i c h ti II g 

OP^ = .r’* -F y"* + z"^ 

gegeben. 

11. Die Lage eines I'iinktes kann auch durch die 
Länge seines Radius vcclor unil die Winkel heslininil 
werden, welche derselbe mit drei reclangulä reii Ach- 
sen bildet. 

Wenn wir diese Winkel durch «, ß, y bezeichnen, so gelten, 
weil die Coordinaleii a-, y, z die Projecüoiieii des Radius vedor 
auf die drei Achsen sind, die Gleicliungeii 

x ■= ^ cos a, ;/ = p cos ß, z = g cos y. 

Und aus 

+ *'* = 9 * 

ergiebl sich für diese drei cosinus, die wir oft kurz als die Riili- 
Itingscosiiius des Radius vector bezeicliiicn w erden , die verbindende 
Relation 

cos* a -J- cos* ß cos* y = 1.*) 


•) Ich bin dem gewöhnlichen Gebrauche in der Wahl dieser Winkel 
zur Itcslimmnng der Kicbtung einer Geraden gefolgt; in gewisser Hinsicht 
bietet jedoch die Anwendung ihrer Complementwinkel, d. h. der Winkel 
der Linie mit den Coordinatenebenen, Vorzüge dar. Dicss bezeugen die 
entsprechenden Formeln für schiefwinklige Achsen , die im Texte nicht 
gegeben sind, weil sie spliter nicht gcbranclit werden. 

Sind a, ß, y die Winkel, welche eine gerade Linie mit den Ebenen 
gz, zx, xy macht, während A, H, C die Winkel der Achsen der x, der y 
und der z gegen die Ebenen yz, z.r, xy respective bezeichnen, so entspre- 
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Zuweilen wird auch die I^ge eines Punktes im Uainne da- 
diirch heslimmt, dass man das folgende System von Polarcoordi- 
naten anwendet: Der Radius vector, der Winkel y, wel- 
chen er mit einer festen Achse bildet, und der Win- 
kel C02>= 9 , w elchen die Projection des Radius vector 
auf eine zu OZ normale Ebene mit einer festen Gera- 
den OX in dieser Ebene bildet. 

Da nun 

OC — Q sin y 

ist, so vermitteln die Formeln 

X — ^ sin y cos qo, 1 / = p sin y sin <p, z = p cos y 

den Febergang zwischen rectangulärcn und derartigen Polarcoor- 
dinaten. 

12. Das Quadrat der Fläche einer beliebigen ebe- 
nen Figur ist gleich der Summe der Quadrate derPro- 
jeclionen dieser Fläche auf drei rectanguläre E benen. 

Wir nehmen an, die fragliche Fläche sei durch /i ansgedrückt, 
und a, ß, y hezeichiieten die Winkel, welche die Normale seiner 
Ebene mit den drei Achsen bildet: dann sind nach Artikel 4 die 
Projectionen der Fläche auf die Ebenen yz, zx, xy respective 
= .4 cos«, J cos /J, A cos j’, 
und die Summe ihrer Quadrate ist 

= A- 

in Folge der Relation 

cos^ a cüs'^ ß -f- co.s^ y = 1. 

13. .Man soll den Cosinus des von zwei geraden Li- 
nien OP, OP' gebildeten Winkels ä mittelst der Rich- 
tungscosinus dieser Linien aiisdrncken. 

Wir bewiesen im Artikel 10 , dass 

/>/>'* = {x — x'f + (y — yV + (* — 


eben den Formeln dos Textes die nach dem Princip des Artikel" leiclit zu 
beweisenden folgenden 

a; sin yi :;= p sin a, 1/ sin ^ = p sin ß, z sin C = p sin y. 

Wir projicioren anf eine zur Ebene yz normale Liaie, so verschwin- 
den die Projectionen von y und z auf dieselbe, und die Projection von a- 
ist derjenigen des Radius vector gleich; die Winkel, welche x und p mit 
dieser Normalen bilden, sind aber die Complcmente von A und a. 
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i»l und verbiiHk ‘11 diiinil die bekamili- UHaüoti 

PP'^ — — 2 pp” cos 0; 

da nun 

p* a:* 4- + *% p'^ =: + y"^ + j'* 

ist, SU ist aucli 

pp' cos 9 = a-a;' 4" >iy 4* 

oder 

cos 9 = cos « cos a + cos ß cos ß' 4" cos y cos y. 
Zusatz. Die Redingung, unter «de her zwei gerade 
Linien rechtwinklig zu einander sind, ist 

cos a cos a + cos ß cos ß' -j- cos y cos / = 0. 
Zuweilen ist die Formel 

sin’ 9 = (cos ß cos y' — cos y cos ß'f 
4- (cos y cos n — cos a ros y')’ (ros a cos ß" — cos ß cos o')'*’ 
von Nutzen. Sie kann sehr eiuruch milteist eines elementaren 
Theorems von der Summe der (Jiiadrale dreier Helerminanteii he- 
wiesen werden, welches in den ,, Vorlesungen Ciber die Algebra der 
linearen Transrormatioiieu “ .Artikel 14 bewiesen, aber auch durch 
directe Fiitwickhmg leicht bewfdirt wird. Nach demselben ist 

{bc — c9 j’ 4" (co' — oc')* 4" 

= (a’ 4" + c’) («'’ 4" 4" c ’J — [aa + bb' 4* cc) '. 

Wenn aber o, b, c ; a, b\ c die Hichtungscosinus zweier Ge- 
ratlen bezeirbnen, so gebt unser Ausdruck für sin’ 9 aus dieser 
Relation hervor, weil die rechte Seile derselben daun mit (1 — ros* 9) 
identisch wird. 

Beispiel. Man soll den senkrechten Abstand eines Punk- 
tes a:', y'. von einer dnrcli den Anfangspunkt unter den 
Richtungswinkeln a, ß, y gehen den Geraden lies ti ni inen. 

Ist P der gegebene Punkt, OQ die gegebene Gerade, P(J die Senk- 
rechte, so ist oflenbar 

PO = OP. sin POO 

und die Anwendung des so eben für sin POQ gefundenen Wertbes und 
die Bemerkung, dass 

X = OP cos a, etc. 

giebt 

PQ'^ = (y” cos y — z cos jS}’ -f- {z' cos a — x cos y)’ 

4- ix' cos ß — y' cos a)’. 

14. Man soll die Richtungscosinus einer Geraden 
finden, die zu zwei gegebenen geraden Linien und so- 
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mit 7.11 ilii'iM' Kbeiie ((Hier zu einer 7.11 beiileii pa rolle len 
Kbene) normal ist. 

Sind a, ß', y'\ a", ß", y" die Hit blunj;s\\inkel der gegebenen 
Linien und er, ß, y die der ge.sucblen Geraden, so haben wir a, ß, y 
aus den drei Gleicbungeii 

cos a cos a' -|- cos ß ros ß' + cos y cos y = 0 , 

cos « cos a" -f" cos ß cos ß" + cos y cos y" = 0. 

cos’ « + cos’ ß + cos’ y = J 

zu besliuiiuen. Die beiden ersten liefern dureb successive Klinii- 
naliou von cos or, ros ß, cos y für A als eine unbeslinunle Grösse 
die llelatiotien 

A cos er = cos ß’ cos y" — cos ß" cos y, 

A cos ß = cos y cos et" — cos y" cos 

A cos y ■-= cos « cos ß” — cos et" cos ß', 

und die Substitution derselben in die dritte Gleichung giebt nach 
.\rtikel 13 

A’ = sin’ 9 

zur Volleudiiiig der Deslimniung. 

Dasselbe Krgebniss konnte auch wie folgt erbalten werden : 
Sind P und 0 oder x', y , z und x' , y", z' Ibinkte, von denen 
je einer in den gegebenen Geraden liegt, so ist das Doppelte der 
Fläche der l’rojection des Dreiecks POQ auf die Kbene xy 

= x'y" — x y = p'p" (cos «' cos jS ' — cos er" cos ß ); 
da aber das Doppelte der Fläche des Dreiecks 
= q'q" sin 9 

und somit die Projcction der Fläche auf die Kbene der xy 
= p’p” sin 9 cos y, 

ist wie vorher 

sin 9 COS y = cos «' cos ß" — cos et" cos ß'; 
lind in analoger Weise 

sin 9 cos er = cos ß' cos y" — cos ß" cos /, 
sin 9 cos ß = cos y cos et" — cos y" cos a. 

Von der Transformation der Coordinaten. 

15- Man soll zu n euen Achsen transformieren, w ei- 
che den alten parallel sind und deren Anfangspunkt 
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in Rt'zii^ ;t 11 r (I it> ü I Ic II Ar Ilsen ilnrcli die r.nordiiialen 
.t', tj, z lifsliniinl is(. 

Man erliält wie in der IManiiiieli-ie die Traiisroi inalionsjileich- 
nii^eii 

X — X X, y = Y y, z — Z -{■ z'. 

Itenn eine durcli den Punkt P parallel zu einer der Atlist n, 
z. U. zu der der z, gezogene Gerade schneidet die Khene .nj des 
allen Systems in einem I’iinkle C, die Ebene .VI' des neuen Sy- 
stems aber in einem Punkte C' und es ist 
PC = PC' + C'C. 

Aber PC ist das alle, PC' das neue z und da parallele 
Ebenen in parallelen geraden Liineii gleiche Abscbnilte beslimmen, 
so ist CC' gleich der Geraden, die man durch den neuen Anlangs- 
pnnkt di-r Achse der z parallel bis zur alten Ebene xy zieht. 

Von einem System rectangulärer Achsen zn einem 
a n d e r n A c h s e n 8 y s t e m n h c r z u g e h e n , welches denselben 
Anfangspunkt hat. 

Wir nehmen an, dass die Winkel der neuen Achsen der 
X, y, z mit den alten Achsen durch «, ß, y, y \ a", (3", y" 

respective bezeichnet sind ; dann ist die Summe der Projectioiieii 
der neuen Coordinaten auf eine der alten Achsen nach Artikel 7 
gleich der Projection des Radius vector, welcher die entsprechende 
alle Coordinate ist. Wir erhalten somit die drei Gleichungen 
X = -V cos a -f- Y cos ct' -f- Z cos tt' , | 
y = X ( OS -f }■ cos ^ -f- Z cos ß”, ( . . . 

I = A' cos y Y cos y -{• Z cos y". j 

Nach Artikel 1 1 ist üherdiess 

cos* a -f- tos* ß -|- cos* y = 1 , I 

cos* a 4- cos* ß' cos* y' = 1,1... (B). 

cos*«"-|- cos*^’”-|- cos*y"= 1. | 

^ Und wenn die neuen Achsen gleichfalls rectangulär sind, so 
ist nach Artikel 13 

cos a cos a' -f- cos ß cos ß' -p cos y cos y' = 0,1 

cos a cos a" cos ß' cos ß " -p cos y' cos y" = (), \ . . . (C). 

cos u" cos a -p cos ß" cos ß 4* cos y” cos y =: 0. | 

Mit Hilfe dieser Relationen bestätigen wir leicht, dass beim 
Uebergange von einem System rectangulärer Achsen 
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zu einem andern System rectangulärer Achsen die 
Gleich lieil 

a:* + y* + I* = A'* + 1-2 + Z* 
bestellt, welche geometrisch evident ist, weil jede ihrer Seiten 
die Entremung eines Punktes vom gemeinschaftlichen Anfangspunkt 
beider Systeme ausdrückt. 

Wenn die neuen Achsen gleichfalls rectangulär sind, so gel> 
len, weil a, a, a" die Winkel bezeichnen, welche die alle Achse 
der X mit den neuen Achsen bildet, die Relationen 

cos* a + cos* a + cos* a" = 1 , I 

cos* |3 -p cos* /J' -j- cos* ß" ~ 1 , i • • • 

cos* y + cos* y' + cos* y" =1,1 

cos « cos ß 4- cos ß cos y + cos y cos « = 0 , j 

cos c' cos /J" + cos ß' cos/ 4- cos y' cos a' = 0,1... (A’), 

cos a' cos /J" + cos ß" cos y" 4- cos y" cos a" = 0 | 

und die neuen Coordinaten ergeben sicli in Function der alten 

wie folgt; 

A' = .v: cos o 4- y cos ß 4- * cos y , | 

r = .r cos o' 4" y cos ß' z cos y', 1 • . • {F}. 

Z ■= X cos o" 4" y cos ß" 4" J cos y". I 

Es ist nicht schwer, die Gleichungen (i>) , [E), (F) analytisch 
aus den Gleichungen (A), [B), {€) abziileiten; wir verzichten dar- 
auf, weil sie geometrisch evident sind. 

16. Wenn wir von reclangulSren Achsen zu einem 
System schiefwinkliger Achsen übergehen und A. e 
die Winkel zwischen den neuen Achsen der ;/ und : 
der z und x, der x und y bezeichnen, so ist nach Ar- 
tikel 13 

c^s A = cos «' cos 4" cos /J* cos ß" 4- cos y cos y", 

cos II = cos a" cos « 4" cos fC cos ß -|- cos y' cos y , 

eos V = cos « cos a 4" cos ß cos ß^ -j- cos y cos y' . 

Es ist 

a--* 4- y'^ + Z^= A* 4- r* 4- z* 4- 2 rz cos k 
4- 2ZX cos n 4- 2AFCOS v. 

Wir erhalten so den vom Anfangspunkt nach einem beliebigen 
Punkte gebenden Radius reclor mittelst der schiefwinkligen Goor- 
dinalen desselben ausgedrückl. 
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Man beweist leicht, dass das Quadrat der Kntrernung zweier 
Punkte in schierwinkligen (ieordinaten durch 
{x — x"f + (y — y'Y + z''f + 2 (y' — y") (s'— z") tos k 
+ 2{z' — z") [x — x") cosy -|- 2(a:’ — x") [y — y") cos e 
ausgedrückt wird.*) 

17. Der Grad einer Gleichung zwischen den Coor- 
dinaten wird durch Transformation derselben nicbt 
geändert. 

Diess wird wie in der analytischen Planimetrie aus der Be- 
merkung bewiesen, dass die für x, y, z so eben gegebenen Aus- 
drücke die neuen Goordinaten nur im ersten Grade enthalten. 


•) Da wir von ilcr Trnnsforinatioti von einem System schiefwinkliger 
Achsen zu einem andern System schiefwinkliger Achsen keinen Gebrauch 
machen werden, so mögen die betreflfenden Formeln nur hier angegeben 
werden. 

Wenn A, H , C dieselbe Bedeutung haben wie in der Note des Arti- 
kel 11 und a, ß, y \ tt, ßi, y'; a", y" die von den neuen Achsen mit den 
alten Coordinatenebenen gebildeten Winkel bezeichnen, so ßndeii wir 
durch Projcction auf gerade Linien, welche zu den alten Coordinatenebe- 
nen normal sind, wie in jener .Vnmerkung 

X sin A = -V sin a + y sin a + Z sin a", 

y »in B ~ X sin ß ain ^ -i- Z sin ß^', 

z sin C = -V sin y -i~ f' »in y' Z sin y”. ’ 

Die Coordinutcntransforniation ist ein spcciellcr Fall einer linearen 
.Substitution 1 man kann daher die betretfs der Letzteren gegebenen hlnt- 
wickeliingen in den „Vorlesungen über die Algebra der linearen Trans- 
formationen“ Artikel 12 und den Inhalt dieses Werkes überhaupt ver- 
gleichen. 



e 
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II. Kapitel. 

Inteq)retation der Gleichunffen. 


18. Ks crliclll . 1 MS der r.onslrurlion de.s Artikel l, dass zwei 
^'leiehzeitige lileieliungen 

X = tt, y = b 

welclie das i unbestimmt lassen, den Punkt C allein bestimmen 
und daher den Punkt P irgendwo in der Linie CP angeben. Diese 
beiden (lleiebungen sind daher als Ue|>räsenlatiun der s<i be/.eieb- 
neten gi'raden Linie zn belraebten, als welrbe der Ort aller Punkte 
ist, deren x = n und deren y — i ist. 

Zwei Gleichungen dieser Form repräsentieren sonach eine zur 
Achse der : parallele Gerade; insbesondere repräsentieren die 
Gleiclinngcn 

.1=0, y = ü 

die Achse der z seihst. Ebenso für die anderen Achsen. 

Wenn die einzige Gleichung 

X = a 

gegeben wäre, so würden wir nur den Punkt I) erfahren und dar- 
aus zu schlies.sen haben, dass der Punkt P irgendwo in dej- Ebene 
PBDC liege; seine Lage innerhalb dieser Ebene bleibt aber unbe- 
stimmt. Diese Ebene als der Ort aller der Punkte, welche a- = « 
haben, ist durch die Gleichung analytisch dargestellt; und Je<le 
Gleichung von die.ser Form repräsentiert eine der yz Ebene pa- 
rallele Ebene, und insbe.sondere bezeichnet die Gleichung 

a: = () 

ilie yz Ebene selbst. Ebenso für die anderen Goordiiiate.nebetieii. 

19. I in Allgemeinen repräsentiert eine einzig i> 
Gleichung zwischen den o o r d i n a t e n e i n e F lache, z w e i 
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gteicbzeitige Gleichungen zwischen <len Goordinatcn 
repräsenlieren eine l.inie, die entweder gerade oder 
krumm ist, und drei (Gleichungen hezeiclinen einen 
Pnnkt oder mehrere Punkte. 

I. Wenn eine einzige Gleichung gegeben ist, so können wir 
für a: und y willkürliche Werlhe annehiiien und die Aulhösung der 
durch Substitution derselben erhaltenen Besümmung.sgleichnng für 
2 giebt dann die entsprechenden Werthe von 2; d. h. für jeden 
beliebig angenommenen Punkt C in der Ebene der xy erhalten 
wir in der lanie l‘C eine bestimmte Auzalil von Punkten, deren 
(Koordinaten der gegebenen Gleichung genügen. Die N'ereinigung 
der so gefundenen Punkte bildet eine Fläche, welche die geome- 
trische Darstellung der gegebenen Gleichung ist. 

II. Wenn zwei ('tleichungen gegeben sind, so können wir die- 
selben durch successive Elimination von y und z zwischen ihnen 
in die Form 

X == tp (x), r = ti; (j;) 

bringen und wenn wir mm für x einen willkürlichen Werth an- 
nehmen, so bestimmen diese Gleichungen die entsprechenden Werthe 
von y und 2; in anderen Worten, wir können nun nicht mehr den 
Pnnkt C in der Ebene xy willkürlich wählen, sondern er ist auf 
einen gewissen durch die Gleichung 

y = 13p (a;) 

hestinunteii Ort beschränkt. Jedem Punkte C, welcher diesem 
Orte angehört, entsprechen in der Linie /'('eine Anzahl von Punk- 
ten P und die Vereinigung derselben ist durch jene luMdeii (Gleich- 
ungen repräsentiert. 

Und da die Punkte C, welche die Projeclionen der Letzteren 
simi, in einer gewissen geraden oder krummen Linie liegen, so 
ist klar, dass die Punkte P auch in einer hestiminten Curvc ent- 
halten sind, wobei sie jedoch durchaus nicht nothw endig in einer 
Ebene liegen. 

Anderseits hat die Betrachtung unter I. gekbrt, dass der Ort 
der Punkte, deren (Koordinaten jeder der beiden Gleichungen ein- 
zeln genügen , eine FläcJie ist ; in ' Folge dessen ist 4 ler Ort der- 
jenigen Punkte, deren Goordiuaten beide Glehdiuugen befriedigen, 
die Vereinigung aller der Punkte, welche den beiden durch die 
getrennt Iketrachteteu Gleichungen repräsenUerten Flächen gemein 
.sind , d. h. derselbe ist die Durclischnitlslinie dieser Flächen. 
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III. Wenn drei Gleicliungen gegelien siml, so genügen die* 
Sellien olfenbar zur Besliiiiniung der drei unbekannten Grössen 
X, z und durcb sie nerden daher einze.lne Punkte dargestellL 
l)a jede einzelne der drei Gleichungen eine P'läche repräsentiert, 
so sind es diejenigen reellen oder imaginären IHinkte, welclie den 
drei Flächen gemein sind. 

20. Die Flächen werden gleich den ebenen Gur ven 
nach dem Grade der Gleicbnngen classificiert, durch 
welche sie dargestellt sind. 

l)a für jeden Punkt in der Fbene xy 

z = 0 

ist, so liefert die Substitution z = 0 in eine beliebige Gleicbniig 
die Itelalion, welche zwischen den x und ^ Guurdinaten derjenigen 
Punkte besteht, in denen die Fbene xy die durch die Gleichung 
dargestellte Fläche schneidet, d.b. die Gleichung der ebenen Durcb- 
scliniltsfurve. Es ist ull'enbar, dass die Gleichung dieser Gurve 
iin Allgeineiuen von demselben Grade ist, wie die der Fläche; 
denn zuerst der Grad der Gleichung des Schnittes kann nicht 
grösser sein als der Grad der Gleichung der Fläche, uud sodann, 
es ist nur scheinbar, dass er kleiner sein könnte. So ist z. II. 
die Gleichung 

IX* + ay^ -|- ö*x = 

vom dritten Grade, und wir erhalten doch für i=^0 eine Gleich- 
ung zweiten Grades als die der Schnitlcurve mit der xy Ebene; 
da aber iHe OrigiDalgieichung homogen sein muss, um eine geo- 
metrische liedeutung zu haben, so ist notbwendig jedes ihrer Glie- 
der von der dritten nimension in einer Linear -Einheit, und die 
nach der Sul>slkution i = 0 übrig bleibenden Glieder sind daher 
.nurJi als vom dritten Grade zu belracbteii und bilden eine mit 
einer Gonstanten niulGplicierte («leicimng zweiten Grades; d. h. 
das Itesultat der Substitution bezeichnet einen Kegelschnitt und 
eine unendlich entfernte gerade Linie. 

Wenn wir also die unendlich entfernten Geraden in die Be- 
trachtung aufnelnnen , so können w ir sagen , dass die Burchsohnttts- 
Itnie einer Fläche vom n'™ Grade mit der Ebene xy immer vom 
„I«. (;rade ist; und da nach den Fagebnissen unserer L'ntersuchung 
übt*f die Transformation jede beliebige El)ene zur Fibene xy gi-- 
inacht werden kann, und (hircii eine Transformation der Goordi- 
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naten der (Irad einer llleicliiing zwisclien denselben nichl geän- 
dert wird . so erkennen wir , dass jeder ebene Srhnitt einer Fläche 
vom Grade selbst vom n'“'" Gi'ade ist. 

ln gleicher Art wird bewiesen, dass jede gerade Linie eine 
Fläche vorn n'™ Grade in n Punkten durchschneidet. Denn sie 
kann zur Achse der z im Goordinatensystem geniacht werden und 
die Punkte, in welchen diese die Fläche durchschneidet, werden 
durch die gleichzeitige Substitution 

X — 0, y = 0 

in die Gleichung der Fläche gernnden; wir erhalten durch die- 
selbe im Allgemeinen eiue Gleichung vom n"”’ Grade zur Bestim- 
mung von z. Wenn der Grad der entstehenden Gleichung kleiner 
als n wäre , so zeigt diess an , dass einige der n Punkte , in wel- 
chen die Achse der z die Fläche schneidet, mit ihrem unendlich 
entfernten Punkte zusammenfallen. 

21. Curven im Raum werden nach der Zahl von 
Punkten classiricicrl, welche sie mit einer Ebene ge- 
mein haben. 

Zwei Gleiclinngen von den Graden m und n respective re- 
präsentieren eine Cnrvc vom Grade mn. 

Denn die durch jene Gleichungen dargeslelllen Flächen wer- 
den von einer beliebigen Ebene in Curven ge.schnitten, welche vom 
»('“ und Grade respective sind , und diese Curven bestimmen 
mit einander mn Durchschnittspunkte. Drei Gleichungen, welche 
respective von den Graden m, n und p sind, bezeichnen mnp 
Punkte. 

Diess ergiebt sich aus der Theorie der Elimination; denn 
wenn wir zwischen den hezeichneten Gleichungen die Grössen 
y und z eliminieren , so erhalten wir zur Bestimmung von x eine 
Gleichung vom Grade mnp und also mnp Werlhe von x. (Vgl. 
„Vorlesungen über die Algebra der linearen Transformationen“ 
Artikel 36.) Damit ist zugleich bewiesen, dass drei Flächen vom 
ot"”, n'““ und p"~” Grade sicli in mnp Punkten durchschneiden. 

22. Wenn eine Gleichung nur zwei der Veränderlichen ent- 
hält, wie z. B. 

<p {x. y) = 0. 

so kann sie zunächst als Gleichung einer Curve in der Ebene xy 
betrachtet werden, ohne dass man sie jedoch als eine Ausnahme 
von der Regel ansehen dürfte, nach welcher zwei Gleichungen 

Sftlmon, Anal. Geotn. (!. Raiimea. 2 
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zur Darstellung einer t^urve erforderlich sind; denn dabei ist die 
Voraussetzung z = 0 stillschweigend gemacht worden, und es 
erscheint also eine Curve in der xy Khene durch die beiden 
Gleichungen 

V {■»•■. y) = 0 , 1 = 0 

dargeslellt. Denken wir uns die letztere Gleichung unterdrückt, 
.so genügen die Goontinaten jedes Punktes der i'ibrig bleibenden 
Gleichung 

V {x, y) = 0, 

dessen x und y ihr genügen, welches auch das z desselben sei, 
d. h. diese Gleichung repräsentiert alle Punkte einer Fläche, welche 
durch Bewegung einer zu der Achse der z parallelen geraden Linie 
längs jener Curve in der Ebene xy erzeugt wird. Sie heisst eine 
cylindrische Fläche, wie jede Fläche, welche durch Bewegung 
einer geraden Linie parallel mit sich selbst hervorgebracht wird. 

Wenn eine Gleichung nur eine der Veränderlichen z. B. x 
enthält, so wissen wir aus der Theorie der Gleichungen , dass sie 
in n Factoren von der Form 

X — « = 0 

zerfällt, und sie repräsentiert daher nach .Artikel 20 » Eheneu, 
welche sämmtlich zu einer der Coordinatenebenen parallel sind.*) 

*) Den allgumeiiicii Absclilass dieser Hetrsclitungcn über Ulcicbun- 
gen zwiseben « eiliger als drei Coordiuaten und nnmentlich die Entwick- 
lung der Bedingungen, unter welchen eine allgemeine Gleichung auf eine 
solche specielle Form reduciert werden kann, giebt die Algebra der linea- 
ren Traniformationen. (Vergl. „Vorlesungen“ Artikel 57 t, was die Ke- 
sultate betrifft Artikel 60.) 
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III. Kapitel. 

Die Ebene und die gerade Linie. 


2.'}. Wir beginnen die Discussion der Gleichungen mit der- 
jenigen der Gleichung vom ersten Grade und beweisen zu- 
erst, dass jede G leichiing vom ersten Grade eine Ebene 
repräsentiert und dass umgekehrt jede Ebene diircli 
eine Gleichung vom ersten Grade dargestclll wird. 

Wir begründen zunächst den letzteren Satz auf- mehreren 
Wegen. 

Zuerst ward im Artikel 20 erkannt, dass die Ebene xy durch 
eine Gleichung vom ersten Grade 

r = 0 

dargestellt wird und die Transrormation zu beliebigen andern 
Achsen kann den Grad dieser Gleichung nach Artikel 17 nicht 
ändern. 

Wir kommen zu dem nämlichen Resultat, indem wir die 
Gleichung der durch drei gegebene Punkte bestimm- 
ten Ebene entwickeln; sie entsteht z. B. durch Elimination der 
Grössen /, m, n zwischen den Gleichungen 

/ (x — x') -f-. m (x — .t") ;j (x — x"') = 0 , 

— y') + m{y — y“) + n (y ~ t/") = 0, 

/ (z _ z') + (z _ z") + « (z — *'") = 0, 

welche im Artikel 9 gegeben sind und diese lierert eine Gleich- 

ung vom ersten Grade. Man kann sie in Form der Determinante 

/ ee fff . 

X X , X X ^ X X 

V —y. y — y", y — y " ; = o 

\z— z,z— z,z— z\ 

2* 
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(larstellen und durcli Zerlegung (vgl. „ Vorlesungen “ Artikel 9 f.) 
sie auf die Form 



y'. y". y'" 

1 

1 f tt fff 1 

^ f 2 Z \ 

f ft fff 1 

X , X ^ X ! 


/ ff fff 1 

2 , 2.2 

1 , 1.1 

+ y 

f ff ft* \ t 

X , X , X i + 2 

1.1.1 , 

f ff fff 

y. y . y 
1,1.1 


I o; , a* , X 

= \y', /. y'" 

r ff fff 

S , 2 ,2 

reducieren, der wir weiterhin wieder begegnen werden. 

Oder wir fassen die Ebene als den Ort eines Punktes, 
dessen Entfernungen von zwei gegebenen festen Punk- 
ten gl eich gross sind; nebnien wir den Anfangspunkt als den 
einen und den Punkt x.y, z als den andern, so ist die Gleichung 
der Ebene 

, . . . . -f y"^ + 2 '* 

XX + yy+zz — — 2 ’ 

Endlicli leitet uns die folgende damit nahe zusammenhängende 
Methode au einer Form der Gleichung der Ebene, welche in den 
Anwendungen vorzüglich nützlich ist. 

.Man soll die Gleichung einer Ebene finden, für 
welche die Länge der Normale vom Anfangspunkt der 
Coordiiialcn = p und die Winkel derselben mit den 
Achsen tt, ß, y gegeben sind. 

Die Länge tler Projection «ies Itadiiis verlor eines beliebigen 
Punktes der Fläche auf jene Normale ist nach der Voraussetzung 
einerseits — p und nach Artikel 7 gleich der Summe der Pro- 
jeclioneii der Coordinaten jenes Punktes auf dieselbe Linie; man 
erhält also als analytischen Ausdruck der Eheuc die Gleichung 
X cos ct y cos ß -{• z cos y = />.*) 

Umgekehrt kann jede Gleichung vom ersten Grade 

Ax + By + Cz + J) = 

auf die oben erhaltene Form reduciert werden , indem man sie 
durch einen Factor R dividiert. Wir erhalten dann 


•3 Obwohl wir im Folgenden nur rectanguläre Achsen voranssetzen, 
80 ist doch diese Oleichnng offenbar ebenso für schiefwinklige Conrdina- 
tensysteme gültig. 
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A = R cos a, B = R cos ß, <J = R cos y 
und daraus nach Artikel 11 zur Besüuiniuug von R 

R = yjÄ^ + + C’). 

Jede Gleichung 

Ax By ^ Cz D = 0 

kann, daher mit der Gleichung einer Ebene idenlilicierl werden, 
deren normaler Abstand vom Anfangspunkt 
_ — D 

ist und für welche die Richltingscosinus dieser ISormalen durch 
^ C 

j/{j2 + -I- <7*)’ 

ausgedrückt werden. 

Wir geben dabei der (Quadratwurzel dasjenige Vorzeichen, 
welches die Normale positiv macht und die Zeichen der cosinus 
bestimmen dann, ob die Winket, welche die Normale mit den 
positiven Achsen bildet, spitz oder stumpf sind. 

24. Man soll den von den Ebenen 

Ax + By + Cz + D = 0, Ax + B'y + C'z + B' = 0 

gebildeten Winkel bestiininen. 

Dieser Winkel ist ebenso gross als derjenige, welchen die 
vom Anfangspunkt auf beide Ebenen gefällten Normalen mit ein- 
ander einschliesseii. Da nun nach dem letzten Artikel die Winkel 
bekannt sind, welche diese Normalen mit den Achsen einschlies- 
sen, so erhalten wir nach Artikel 13 und 14 die Formeln 

„ AA' + BB' + CC' 

cos 9 = — ^ , 

y{{A'^ + ß* + C^) (./* -I- ß'» + C'2)} 

. 3 ^ _ (AB' — ÄBf + (ßC' — B'Cf + (CJ - CfAi^ 

®‘" ® ~ (.4* + ß* + C^) (-Z* -H + 0"^) 

Aus ihnen folgt, dass die Ebenen rechtwinklig zu ein- 
ander sind, wenn 

AÄ + BB' -f- CC' = 0 

ist, und dass sie einander parallel sind, wenn die Be- 
dingungen 
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AB' = AB, BC — B'C, CA' = CA 

erfüll l sind, d. h. wenn die (ioeriieieiileii A, B, C zu denen 
jC, B' , C' proportional sind; es ist ans dein letzten Artikel schon 
offenbar, dass die Hiclilung der Normalen beider Ebenen in die- 
sem Falle dieselbe wäre. 

Beispiel. Welches sind die Winkel einer Ebene mit den Courdin.ilcn- 
ebenen ? 

25- Man soll die Gleicbnng einer Ebene mittelst 
der Abschnitte a, h, c ausdrücken, welche sie in den 
•\c Ilsen bestimmt. 

Wir linden den von der Ebene 

Ax + By + Cz + J) = 0 

in der Achse der x gebildeten Abschnitt durch die gleichzeitige 
Substitntion 

y = 0, I = 0 

in die Gleichung, d. h. wir haben 

Aa + /> = 0: 

lind ebenso gelten die Gleichungen 

Bb + B = 0, Cc + B = 0. 

Die Substitution der daraus gewonnenen Wertbe in die allge- 
meine Gleichung liefert für dieselbe die der Aufgabe entsprechende 
Fonii 



Wenn in der allgemeinen Gleichung ein Glied fehlt, z. H. 
wenn ./ = 0 ist, so liegt der Punkt, in welchem die Ebene die 
Achse der x schneidet, unendlich entfernt oder die Ebene ist der 
Achse der x parallel. Wenn gleichzeitig A — 0, B :.= O sind, 
so schneiden zwei der Achsen die Ebene in unendlicher Entfer- 
nung und dieselbe ist somit ihrer I'rojectionsehene parallel. (Vgl. 
Artikel 20.) Für .< = 0, B (t, C=0 werden alle, drei 
.Achsen in unendlicher Entfernung geschnitten, und wir erkennen 
daraus, dass eine Gleichung von der Form 

/> = 0 

eine unendlich entfernte Ebene repräsentiert. 
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.26^ Mau soll tlio Gleichung der durch drei Punkte 

t f * ft »t ** i>0 m nf 

X, y , z \ X , y , z ; x , y , z 
best im in len Ebene finden. 

Ist 

.4x + By + Cz + n = 0 

ihre Gleichung, so müssen .4, B, C, D den Bedingungsgleich - 
iingen 

Ax + By + Cz +/> = (), 

Ax" + By" + Cz" + B = {), 

Ax" + By" + Cz" + ZI = 0 

genügen, weil jene durch die Coordinalen jedes der drei Punkte 

befriedigt sein muss. 

hie Elimination von ./, B, C, D zwischen diesen Gleichungen 
liefert die Bedingung in der Form 


X , y , 

2 * 

li 



x' , y' , 

/ 

z , 

1 

= 0 


x" , y". 

* t 

1 


x"', y'", 


1 

1 



oder durch Entwicklung nach den einfachen Gesetzen der Deter- 
minanten 

a: {y (z" - z"l + y" (*"' - *') + !/'" (*' ~ *")} 

-F j, {z' (x"-x") + z"(x"-x') -F z'" (a-'-a:")} 

+ Z U [i - y"') + x" (y"' - y) -F x"" (y - y")} 

= X [y"z"’-y"'z"]+ X {y"'z-yz"') + x"’(y'z"~y"z), 

(vergl. Artikel 23) aus ihr erhellen zugleich die Werlhe von 
A, B, C, D. 

Wenn wir x, y, z als die Coordinalen irgend eines vierten 
Punktes betrachten, so geben dieselben Gleichungen die Be- 
dingung, unter welcher vier Punkte in einer Ebene 
liegen. 

Beispiel 1. Die Gleicliuiigeu der Ebenen DOP und EOP i n 
Figur 1 sind 

£. = — — = — • 
b c ’ a c 


Der von ihnen eingeschlossene Winkel ist besliniml durch 

ab 


j/(«* -F y'{b^ + O 
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Beispiel i. Die durch die Punkte x , y , z \ « , 0 , <• ; 0 , // , o 
lies 1 1 null Ic Elicne hat die Gleichung 



27. Die Coeffi cieiilen von .r, y, z in der vorher- 
gehenden Gleichung sind orfenbar die doppelten Flä- 
chenzahlen der Projectionen des von den drei Punk- 
ten gebildeten Dreiecks auf <lie ('.ourdinatenebeneii. 

Die Mulliplication der Gleichung 

X cos a -p y cos ß z cos y = p 
mit 2./, wenn A den Inluilt des Dreiecks der drei Punkte bezeich- 
net, niaclil diesellie daher mit derjenigen des letzten Artikels iden- 
tisch, weil A cos Cf, A ros ß, A cos y die Projectionen dieses 
Dreiecks auf die Coortlinalenebenen sind. Somit muss auch das 
absolute Glied in beiden Fällen denselben Werth haben, d. b. 
die Grösse 

xiyz— yz)-\-x{yz — yz) + x {y z — y z ) 
repräsentiert das Product der doppelten Flächenzabl 
des Dreiecks der drei Punkte in die Normale der Kbeiie 
vom Anfangspunkt, d. b. das sechsfache V'obimen der drei- 
seitigen Pyramide, welche das Dreieck zur Basis und den Anfangs- 
punkt zum Scheitel bat.*) 


•) Wenn wir in dein vtirhergehcudcn Wertlie für x, y\ i, etc. 
Q cuB a, n' cos ßi, f' coB y, etc. Bubstituieron, su tindcu wir, dass das 
sechsfache des Volumen# der Pyramide da* Product von f, f', in die 
Determinante 

CO* tt' , cos p’ , COB y 

j COB Bf ' , COS ß '" , cos y" i 
I fff fff j ■* 

1 C08 a , cos p , cos y ' 

ist. Denken wir nun die drei liadien vectoreu durch eine aus dem An- 
faugapunkt bcachhebeue Kugel vom Hadius Kins gcBchnittcii, so dass sie 
auf ihr das sphilrische Dreieck /<'/{" /{"' bestimmen, so ist das scchsfactic 
Volumen der Pyramide für 

« 1=3 H' !(' 

und p als die von U"' auf Letztere gefällte Normale 

f ft fft . . 

=1 ^ ^ (p 8111 a Bin p, 

weil p p sin a der doppelte Inhalt einer »Seitenfläche der Pyramide und 
p sin p die Normale von der Gegenecke auf dieselbe ist. Die obige De- 
terminante ist daher das Doppelte der Function 
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Wenn wir A selbst mittelst der Coordinaten der drei Punkte 
nach Artikel 12 ausdrücken, so wird gefunden, dass der 
Summe der Quadrate der CoelTicienten von x, y, z in der Gleich- 
ung des letzten Artikels gleich ist. 

28. Alan soll die Länge der von einem gegebenen 
Punkte x',y', z' auf eine Ebene gefällten Normalen be- 
stimmen. 

Wenn wir durch y' , z' eine der gegebenen parallelen 

Ebene legen und die gemeinschaftliche Normale vom Anfangspunkt 
auf beide Ebenen fällen, so ist der zwischen beiden Ebenen ent- 
haltene Abschnitt dieser Linie die fragliche Normale, weil pa- 
rallele Ebenen in parallelen Linien gleiche Abschnitte bestimmen. 
Nach der Definition des Artikel 5 ist aber die Länge der Nor- 
malen auf die durch x', y, z' gehende Ebene die Projectiou des 
Radius vector von x', y, z' auf diese Normale, und daher nach 
Artikel 23 

= x' cos a y cos /S -f- z' cos y; 
die fragliche Länge ist somit 

x’ cos a ij cos ^ z' cos y — p. 


> gin (t — a) gin (« — b) sin (* — c)| 
der Ijeiten jenes sphHrischen Dreiecks. 

Xlau erkennt das Nämliche, wenn mau das Quadrat der obigen Deter- 
minante nach der gewöhnlichen Kegel bildet; die abkürzende Substitution 
cos a’ cos a" cos cos r+ cos y" cos y = cos a, etc. 
giebt als solches 

1 , cos e , cos b j 

cos e, 1 , cos a 

cosA, cos a, 1 I 

d. i. 

1 -f- 2 cos a cos b cos c — cos’o — cos*i — cos’c, 
welches mit dom fraglichen Werthe iibereinstimmt. 

Die Bemerkung erscheint nützlich, dass für drei zu einander recht- 
winklige gerade Linien die Determinante 

cos a , cos P” , cos y 
cos a" , cos ß" , cos y” 
cos o'", cos p", cos y" 

die Einheit zum Werthe hat; denn ihr Quadrat ist nach dem Obigen 

I 1, 0, 0 
= jO, 1 , 0 . 

1 0 , «, 1 
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Dies!) selzl voraus, dass die Normale aifl' die diirrh x\ ij, 
gehende Ebene grösser ist als />, oder dass x', y’, z und der 
Anfangspunlil auf entgegengeselzlen Seilen der Ebene liegen ; sind 
sie auf derselben Seile der Ebene gelegen, so ist die Länge der 
N'oriiialen 

= p — (x' cos a + y' cos ß z' cos y). 

Für die in der Form 

Ax -|- By ‘4“ “F Zt = 0 

gegebene Gleichung der Ebene wird wie im Artikel 23 die Re- 
diiclion auf die Normairorm dieses Artikels vollzogen und die Länge 
der gesuchten Normalen ist 

.4x' + By' + Cz + 1) 
y({A' -F B'^ + '(ß) 

Es ist offenbar, dass alle diejenigen I'iinkte, für welche 

Jx' -F By' + Cz' "F 1> und D 

dieselben Vorzeichen haben, mit dem Anfangspunkte auf einerlei 
Seite der Ebene liegen, und dass alle diejenigen Punkte, für 
welche diese Grössen verschiedene Vorzeichen besitzen, auf der 
dem Anfangspunkt entgegengesetzten Seite der Ebene gelegen sind. 

29- Man soll die Goordinaten des Durchschnitls- 
piinktes von drei Ebenen bestimmen. 

Die ßestimmung dieser Goordinaten ist die Auflösung von drei 
Gleichungen ersten Grades mit drei Unbekannten , wie sie in den 
„Vorlesungen“ Artikel 10 ,'S. 28j gegeben ist. Die NVcrlhe ilei' 
Goordinaten sind gleichzeitig unendlich gross, wenn die Determi- 
nante A Oller {AB’C) verscliHindel, d. h. wenn 

A [B'Cr — B"C) -F ^ [B"C — BC") -F (BC — B' C) = 0 

ist. Unter dieser Bedingung sind also die drei Ebenen der- 
selben geraden Linie parallel, denn ihre Schnittlinien sind 
noth wendig unter einander parallel, weil sie sich in einem un- 
endlich entfernten Punkte schneiden. 

30. Unter welcher Bedingung schneiden sich vier 
Ebenen in einem Punkte? 

Man erbält diese Bedingung durch Elimination von x, y, z 
zwischen den Gleichungen der vier Ebenen; sie ist also die Deter- 
minante (AB'C'B"') oder 
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.4 , H , C , I» 

\ A . Ä' , V , // 
\A' , B" . C" , D" 
A‘", B"\ C"\ ir 


= 0 .*) 


31. .Mail soll (las \'oluiiien des Tetraeders beslini- 
III eil, welches vier gegebene Punkte zu Kckcii hat. 

Wenn wir den Inhalt des durch drei Jener Punkte gehildeleii 
Dreiecks mit der Länge der vom vierten auf seine Ebene gcTäll- 
ten Normale mulli|dieiereii , so erhallen wir das dreifache Volu- 
men des Tetraeders. Nun ist die I„ängc der hezeiclmeleii Nor- 
malen nach der im Artikel 2G gegebenen Form der Gleicluing 
der Ebene durch einen llrucli gegeben, der das Hesullal der Sub- 
stitution der Coordinaten des vierten Punktes in jene Gleicluing 
zum Zähler und die Quadratwurzel aus der Summe der Quadrate 
der Coeffieieiilcn von x, y, z in derselben zum Nenner hat; und 
diese Quadratwurzel ist nach Artikel 27 der doppelte Inhalt des 
von jenen drei Punkten gebildeten Dreiecks. Das sechsfache Vo- 
lumen jenes fraglichen Tetraeders ist daher durch die Determinante 


A , 

y . 

z' , 

1 

$t 

X , 

y . 

tt 

Z , 

1 

tff 

X . 

ttt 

y . 

z'" . 

1 

tut 

X , 

y"’’> 

ffrt 

» 

1 


ausgedrückt. **) 


*) Ihre Form unil dio Bedingung des letzten Artikels zeigen, dass drei 
Ebenen, die derselben geraden Linie parallel sind, sich mit der unendlich 
entfernten Ebene in einem Punkte schneiden. 

**,l Das Volumen des von v i erd urch ihre Gleichungen be- 
stimmten Ebenen begrenzten Tetraeders kann gefunden werden, 
indem man die Coordinaten ihrer Ecken bildet und in die obige Foimel 
substituiert. Das liesultat ist (vergl. „Vorlesungeir' Artikel 17), dass das 
sechsfache Volumen durch den Ausdruck 

{AB'C n'")^ 

[A'B‘(f") (A'~B’' CfY(A' B^^'C) {A"’ BC) 
gegeben ist, in welchem die zwischen den Parenthesen stehenden Grössen 
Determinanten bedeuten, (a, a. O. Artikel 3.) Die Determinante des 
Zlihlcrs und somit der fragliche Inhalt verschwinden, wenn die vier Ebe- 
nen durch denselben Punkt gehen; und der Nenner verschwindet oder der 
Inhalt wird unendlich gross, sobald irgend drei jener Ebenen derselben 
geraden Linie parallel sind. Die Determinanten des Nenners sind die 
nach den Elementen D gebildeten Minoren der Determinante des Zählers. 
Man vergleiche hierzu F. Joachimsthal’s Abhandlung: „Bur quelques 
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32- Ks ist, ganz ebenso wie in der analylisdieii IMauiiiielrie, 
evident, dass für 

S = 0. S' = 0. S" = 0 

als Gleichungen von drei Flächen, und a, b, c als willkürliche 
Constanten durch 

aS + 6S' = 0 

eine Fläche repräsentiert wird , welche durch die Schnitt- 
linie der Flächen 

S = 0, S' = 0 
hindurchgehl; und ebenso durch 

aS + bS: -I- cS" = 0 

eine Fläche, welche die geineinschafllichen Punkte der 
drei Flächen 

S = ü, S' = 0, S' = 0 
enthält. Sind insbesondere 

L ~ a, Jlf = 0, JV — 0 
die Gleichungen von drei Ebenen, so ist 
aL -f- 6.W = 0 

die Gleichung einer Ebene, weiche durch die Schnittlinie der 
ersten beiden unter ihnen geht, und 

aL + bM + CiV = 0 

die Gleichung einer Ebene, welche den gemeinschalllicben Durch- 
schnittspunkt aller drei enthält. Wir bemerken als specielle Fälle, 
dass 

aL -|- b = 0 

eine Ebene bezeichnet, welche zur Ebene 

i = 0 

parallel ist, und dass ebenso 

aL -f biil -f c = 0 

eine Ebene bezeichnet, welche zur Durchschnittslinie der Ebenen 
Z = 0, ^ = 0 
parallel geht. (Vergl. Artikel 29.) 


applications de« UeturminauU ä la Guometrie" in „Crelle's Jonmal“ Bd. 
XL, p. 21 — -17, insbesondere p. 25 f. 
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Vier Ebenen 

i = 0, M = 0. N z=z 0, P = 0 
gehen durch einen Punkt, wenn ihre Gleichungen durch eine 
identische Relation von der Form 


aL + bM + cN + dP — 0 

verbunden sind, weil dann dieselben Coordinatenwerthe, welche 
den Gleichungen der ersten drei Ebenen genügen, auch die Glei- 
chung der vierten identisch erfüllen. Wenn umgekehrt vier durch 
einen Punkt gehende Ebenen gegeben sind , so ist eine solche 
identische Relation leicht zu entwickeln; denn wenn wir die erste 
jener Gleicliungen durch {A' B" C ") , die zweite durch (A" B " C], 
die dritte durch [AT’ B (f) und die vierte durch (A B' C') mul- 
tipliciren und die Prodiicte addieren, so verschwinden nach Arti- 
kel 4 der „Vorlesungen“ die Coefficienten von x, y, z identisch 
lind das übrig bleibende Glied ist die Determinante des Artikel 30, 
welche verschwindet, weil die vier Ebenen sich in einem Punkte 
diirchschneiden. Die Gleichungen solcher vier Ebenen sind also 
durch die identi.sche Relation 


L {A' B"C"'} — M B"’ C) -f A' [A"'BC')— P {A B' C) = 0 
verbunden. 

Beispiell. Man soll die Gleichung der durch den Punkt 
x’, y, z und die niirchschnittslinie der Ebenen 

Ax By Cz D =:= Q , A'x B’y -j- C'z -|- P' = 0 

gehenden Ebene ausdrücken. 

Sie ist 

(-4V Ar B'y C'z -f D') {Ax + By + Cz + B) 

= (Ax' + By + Cz + D) (a'x + B'y + Cz //}. 

Beispiel 2. Welches ist die Gleichung der Ebene ABC in 
Figur t ? 

Die Gleichungen von BC sind 

— = 1 , , + - = 1 ; etc., 
a b c 

also ist die Gleichung der geforderten Ebene 


X 

a 


+ 



denn sie geht nach dieser ihrer Form durch jede der drei Verbindungs- 
linien der gegebenen Punkte. 
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Beispiel^. Die Oleicliiing dor Elicnft PEF in derselben 
Figur 7.U bestimmen. 

Die Idnic EF hat die Gleichungen 



unil die Gleichung der durch sie mit dem Punkte n, h, r bestimmten Ebene 
ist daher nach dem ersten Beispiel 



lieispifl 4. I) i e E h e n e n 

I ,V= 0, L + 

sind ilie llalhierungsehencn der beiden von den Ebenen 

= 0. .V=0 

mit einander gebildeten Winkel. 

Für drei Ebenen, welche eine dreiseitige Ecke bilden, 

L — 0, M = n, A'= 0 

sind durch 

L — M = 0, .V — N== 0, ,V — X = 0 
die Ilalhirungschencn der Innern und durch 

L + M = 0. M + JV 0, JV + i = 0 

die llalbierungschcneu der ilus.sern Winkel dargcstellt. I)ie Form dieser 
tticichungen lehrt, dass die drei llalbiernngschenen der innern Winkel 
und ebenso je zwei llalbierungsebenen äusserer Winkel und die Halbier- 
ungsebenen des dritten innern Winkels sich in einer und derselben Ge- 
raden durchschneiden. 

Beispiel 5. ,Sind 

/, = M = N P 

die Gleichungen der vier Seitenflächen eines Tetraeders, so zeigt die fol- 
gende Zusaminenstelliing der Gleichungen der llalbierungsebenen seiner 
FlAchenwinkel die Richtigkeit dieser Sätze; Ilie sechs innern Halbierungs- 
ebenen dcrFläehenwinkel eines Tetraeders schneiden sich in einem Punkte; 

L — M = 0, ,1/ — A' = 0 , A' — /> = 0 , 

/, — A' = 0, A/ — /' = 0, L — P = 0. 

Ilie innern llalbierungseheneti der Fläehenwinkel einer Ecke des 
Tetraeders und die änssern llalbierungsebeuen der übrigen Fläehenwinkel 
desselben gehen durch einen Punkt, 

L — M = 0, .V — A' = 0. N — L = 0, 

i + P = 0, -f- r = 0, A' -I- /> = 0. 

her erstcre ist als von allen Seitenflächen des Tetraeders in gleicher 
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Enlfernung der Mitlelpiinkt der iniiernBerdliriingskußcl, die vier letzteren 
Punkte sind die Millelpiiiikte der äussern Bcrülirungskugclii des Tetrae- 
ders (vergl. „Analyl. rieom. d. Kegelschn.“ Artikel 50 f.). 

33. Wenn vier Ebenen, welcjic sich in derselben 
geraden Linie schneiden, durch eine fünfte Ebene ge- 
schnitten werden, die jene nicht enthält, so ist das 
a II h a r in o n i s c h e oder 1) o p ]> e 1 s c h n i 1 1 v e r h ä 1 1 n i s s des ent- 
stehenden Strahl husch eis unveränderlich. 

Wir können durch eine Transformation der Coordinaten die 
Sciinittehene zur Ebene der xy machen nud erhalten dann durch 
die Substitution i = 0 in die Gleichungen der vier Ebenen die 
Gleichungen der vier Strahlen jenes Büschels. Sie sind offenbar 
von der Form 

aL 0. bL + 0. cL + M = 0, ilL + J» = 0. 

und das Doppelschniltverhältiiiss derselben bängt, wie in der 
„.Analyt. Geom. der Kegelschn." Artikel 56, allein von den Coii- 
stanlen a, b, c, d ab und ändert daher seinen Werth nicht, wenn 
durch Transformation der Coordinaten 

L — a, .V = 0 

als Gleichungen anderer Durchschnitlslinien erscheinen. Der Werlh 
des fraglichen Verhältnisses ist «ie a. a. 0. durch 

(I — b a — b 
d — c ' a — c 

aiisgedrüekt. Seine Beziehung zu den siniis der Flächen« inkel 
des Büschels ist ganz dem dort Gegebenen analog und das har- 
monische Verhältniss geht ebenso daraus hervor. 

Aus 

d — b a — b ^ 

d — c ’ a — c 

folgt die ßediiigungsgleichung der liarinoiiischen Thei- 
liiiig 

2 [ad hc) — (n -|- rf) [b -|- c) = 0. 

Sind dann 

b^L + Af = 0. c^L -I- M = O: 
b^L -f- AI = 0, Cji + AI = (i 
zwei Paare von Ebenen desselben Büschels, und suchen wir die 
Coefficienten der Gleichungen 

aL + AI = 0, df, + AI = 0 
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eines Paars von Ebenen, welches mit beiden gegebenen Paaren 
gleichzeitig eine harmonische Tbeilung bestimmt, so gellen für 
<1 lind d die beiden Bedingungsgleiclningen 

2 [nd + 6,c,) — (o + d] (6, + c,) = 0, 

2 {ad + — {a + d) (ftj + Cj) = 0, 


und man erhält aus ihnen 


a d ^ — 


2 (fciCj 




nd :i= 


(*1 + <^l) (^2 + Cj)’ 

fr, C, — frjCj (?'| _+ q). 

(fr, +<•,) — (fr, + Cj) 

zur Bestimmung von a und d ergiebt sich also eine quadratische 
Gleichung 

{(fr, + c,) — (frj + Cj)} o:® — 2 (fr,c, — bjC^ x 

= (*2 + <* 2 ) — * 2<'2 (*l + <•,)}• 


Man weiss, dass die beiden so bestimmten Ebenen, welche 
harmonisch conjugiert sind in Bezug auf zwei verschiedene Paare 
gegebener Ebenen, die Doppelebenen oder Brennebenen 
des durch jene vier bestiininlen involutorischen Bü- 
schels sind; sie sind wie die Wurzeln einer quadratischen Glei- 
chung beide reell oder beide imaginär und sie können nur dann 
in eine Ebene zusammenfallen, wenn die beiden gegebenen Paare 
selbst eine Ebene genieinscbaftlich enthalten. 

Die Bedingung, unter welcher drei Ebenenpaare 
ein involutorisches System bilden, ist leicht nach dem 
Vorigen zu bilden, man erhält sie durch die lineare Elimination 
von ad und (o -f- d) aus den Gleichungen 


2 {ad + b^c^) — {a -|- d) (fr, -J- e,) = 0, 

2 {ad + b^Cj) - (« + d) (frj + c,,) = 0, 

2 {ad + frjCj) — (« + fl) {l>3 + C3) “ 0 

in Form einer Delerininante mul kann von derselben leicht zu 

manichfacben gleicbbedeutenden Ansdrucksformen übergehen. 

Die Vergicicimng mit den entsprechenden Entwickelungen 
der analytischen Planimetrie („Aiialyt. Geoin. d. Kcgelschn.“ Ar- 
tikel 422 f.) bestätigt, dass die Grundansebaunngen der sogenann- 
ten „neueren Geometrie" für die Ebene und den Raum gleich- 
inässig ans der Algebra der binären Formen bervorgelien und 
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lässt ilie weitere Verfolgung an «lieseni Orte als überllfissig er- 
scheinen •). 

Die Bemerkung, «lass die Syiiiiiolc L, M, etc. die 
normalen Abstände eines der l'uiikle des Ortes von 
den respectiven Ebenen 

i = 0, iW = Oj etr. 

a II sd rücken,, giebt zu naheliegenden Interpretationen 
dieser Gl eich II Ilgen Anlass. 

Wenn irgend vier nicht durch einen Punkt 
^ gehende Eh eilen durch ihre (ileicliiingeii * 

L ~ 0, -V = 0. iv = 0. — 0 

gegeben sind, so kann auf dieselbe Art, wie in der 
analytischen Planimetrie (Vergl. „Analyl. Geoiii. d. Kegel- 
schnitte“ Art. .IS), därgethan w erden, dass die tileichiing 
jeder andern Ebene in die Form 

aL -H UM + rX + dP = t) 

gebracht werden kann. Denn wenn diese vier festen Ehe- 
' nen durch 

AiX Biy -f- C,z 7); = 0, (i = 1 , 2, .1, 4) . 
rcspective dargestellt sind und 

+ Äy 4- + ö == 0 

die fTinlle Ebene bezeichnet, weldie in die Form 
aL + bJU cN -f- JP = U 

gebracht werden soll, so geht die Bestimmung von a, h, r, </ aus 
der Aiinösiiiig der vier Bedingiiivgsgleicbungeii 

o.-f| "p bA.j -f- cA^ -f- dA^ z=^ A t 
• • aB^ -4 bB^ 4 ^.^.1 4 dB^ = Bf 

ftC^ 4 bp2 4 dC^ = Ay t ' 

rti)| 4 bB.^ 4 4 B 

hervor, welche stets müglieh und be.stimnil ist, so lange die vier 
festen Ebenen nicht durch einen Pnnkt gehen. 

Daher entspringt daraus ein System von Punktcoordi- 
na teil iin Raume, hei welchem die Gleichung einer Ebene 

*) Man vergleiche die voII,stiindige Ableitung dieser Theorie aus der 
Algebra der binären Formen in dos Ueransgebers Schrift: „Die Ulemento 
der neueren Geometrie und der Algebra der binären Formen.“ Leipzig 
B. U.. Tenbner, 18(12. 

Snloioii, Anal. Urutii. d. lUuint-«. - 3 


Digilized by Google 



34 


(hirch cinn lini-are homo(^Piir (ileirluiiig zwisrhen vier Wrändcr- 
lidifii (largpslellt wird. Wir iK-zrirliiirn jmie virr fpslrii EbfuiPii. 
die FiindainrnlalrlH'iipii des Systems, 

i = 0, M = 0, .Y— 0, P — 0 
hier und zuweilen in der Folge, wo wir von diesem System Ce- 
liraiirli niarlien, durch die Symbole 

K = 0, ß (1, y = 0. d = 0 
sodass die (ileirhung einer lieliehigen Fliene durch 
• oo + l/ß + cy> + <ld z= (j 

dargestelll ist. Die Erinnerung an die Nurmairurm der Gleichung 
der Ebene in Gartesischen ('.oordinaten 

X cos et + y cos ^ -f* » ''"s y ~ P 
zeigt, da.ss die Veränderlicheu o, ß, y, S, welche liier als (äior- 
diiiateii eines I’imktes im Daiiiue aullreten, die Längen der ^o^- 
nialen bedeuten, welche von ihm auf die FundamenL'ilebenen gefällt 
werden kennen; ihre N'erhältnissi; heslinmien die l..age des l’iinktes, 
die vier Goordinaten desselben I'unkte.s sind durch 
die K elatiou 

uA + ßB + y!' + ()/y= V 

verbunden, wenn wir durch A, B, C, B die Flächen der den 
Gleichungen 

o = U, ^=0, y = 0, d = 0 
respec.tive ents|>rechendeii Seitenebenen des FundamentaltetCtaeders 
und durch V das Dreifache seines Vohime,ns bezeichnen. Aus die- 
ser Relation folgt, dass die paradoxe Gleichung 

aA -f- ßB -i- yC + SB = V = 0 
die Ebene der unendlich enlferiiten I* ii n kte repräseiHieii ; 
in genauer llehereiiistiinnnnig mit dem entsprechenden Ergebniss 
ffir das Gartcsische System (Artikel 2'»). Wir stellen dazu die 
Itemerkung, dass inan die Gleichungen d es Gar tes i sc b e n 
Systems in homogene Formen überführen kann darch 
Vollzug der einfachen Substitution 

f y 2 

w’ 6j’ W 

für X, y, z, nach welcher die (irösse u als Vertreter der zu 
Grunde gelegten Maasseiidieit in dieselben eintrill. 

Die (ileichung einer Fläche vom n*'“ Grade wird iu 
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«kn telraeilrischen Punkt •Otordiiialt'ii a, ß, y, ä — und elicnso 

tT y 2 

in «len t^arlesisdieii Verliältnisscoordinateii — , — , — — durrli 

Cd (i> (U 

eine lioiiio^une rileicliung n'™ (lrad«‘s zwischen d«*n Veränder- 
lichen u, ß, y, 6 — oder x, y, z, a — repräsentiert. In der 
Tliat stimmt die Zahl der in der vollsländig«‘n Gleichung n*"‘“ Gra- 
des mit drei Veränderlichen enthaltenen Glieder mit der Zahl der 
Glieder der homogenen Gleichung n Grades zwischen vier Ver- 
äixkrlichen genau überein. 

35. -Man soll di«« Entfernung zweier Punkte P,, 
«lurr.li ihre tetraedrischen Goordinalen ß,, d,; 

ßt< aus drück eil. 

Man erkennt leicht analytisch oder auch geometrisch aus «ler 
Betrachtung der Figur der Aufgahe, dass «las (Quadrat des gesuch- 
ten Ahstaiides eine rationale ganze Fuiu'lion der l)illVrenz.eii 

“i — “ 2 - ^1 — ßj’ Y\ — Yi’ 
der tamrdinaten ist. Die Identitäten 

+ ß^p + y,6' + ä,n = r. 

«r -2 A -f- ß-, P -p y., C -p d., 1) = V 

— unter Beibeliallung der vorher angenoinniimen Bezeichiiiingen 

— gehen die Itelalion 

A («z, B (ß, - ß,] -P^C’ (y, - y,) + I> («}, - d,) ^ () 

und man bildet aus ihr durch Mulliplication mit 

("i — « 2 ). ißt — ßj). {Yt — Y-i)> (<^i — ^i) 
respective die hieiititäten 

("1 — “2)'' = ^ ~ ~ ~ 

— — “2) (^1 — ^2)* 

ißx - ßz? = - J,' ißt - ßz) iYt -Yz)-^ ißt - ßz) (< 5 | - <52) 

— ß ißt — ßi) (“i — “ 2 )- 

etc., 

weli-.he beweisen, dass «lic Quatlrate der CoordinaieiulilTerenzcn durch 
die Pr«i«lucti; ilerselhen ersetzt werden können. Daher ist die das 
Oua«lrat «ler fraglichen Kiitkriiung repräs«'iitieren«le Fiinction «lurcli 

3* 
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r'i =£(«,— fltj) (^, — /},) + M {a^ — a.j) {y^ — y.^) 

+ A' («, — oj) (ö, — + Pißi — ßj] (y^ — y.^) 

+ 0 (^1 — ß-^ (^1 — ^i) + ^ tVi ~ 7^) (^1 ~ 

darzuslcllen. Die Wcrllie der (loiislanlon L, M fl dersell>eii 

lassen sicli aber leiciil aus den speciellen Werllien liestiumieii, 
n eiche die Function für das Znsanitnenfallen von /', und mit 
den Kcken des Fundameiital-Tetraeders anniinmt; denn dieselben 
liefern sechs ßedinguii^sgleichiingen für diese l^onslanten. 

Wir denken diircJi (o), [h). (<•), (d), (e), (f) die den Flächen 
A, Ti, C, D gegenüberliegenden Kcken des Tetraeders bezeichnet, 
so dass {ab), {ac), {ad}, {bc), (hd), {<nd) die Längen seiner kanten 
darslellen; wir nennen p, //, p"', die jenen Kcken eiiLs|)re- 

rlienden Höben des Tetraeders und erhallen als Coordinalen der 
vier Kcken respeclive 

p, 0. 0, 0; 0, p. 0, 0 ; 

u, 0, p", 0: 0, 0. 0, //": 


also die tileicluingen 

{abj^ = — L . pp' , {ac'}' = — .V . pp' , {ad)^ = — N . pp'" , 
{bc)‘‘ = — fl . p’p'^, {bdf’ — — 0 . p'ji'", {cd}'‘ = — fl . p"p"', 


oder 


P — 

und endlich 


(oö)* 

pp 

{^ 

t tt * 

pp 


M = — 


0 = ~ 


// 

PP 

.{bdl 

pp"' ' 


N = 


fl — 


fff • 

PP 

{cd)^ 

ff fff 

P P 


r* = — { (nö)2 p"p" (o, — «j) (^, - (S.J 

+ {«'■) W"(“i — “*) (>’i — 7i) + {a<7i‘p'p " («1 — o,) (d, - d,) 
+ pp"' ißi —ßi) (y, - yj) + {bdf pp" (ßf —ß.^) (d, — Äj) 
+ (cd)* pp {y^ — yj) (d, — dj) 

.Man kann in diesem Ausdrucke noch die Höhen p, p', p", p'" 
durch <lie äi|nivalcnlen Verhältnisse 


ersetzen*). 


F V V V 

7l’ fl’ 7” Ti 


*) Kür Punkte der Kheiie 
erhält man den reducierten Ausdruck 
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Beispiel 1. Die Cooniinaten des Centrums der eingeschriebenen 
Kugel sind 

~ ßi~7i = ^i= ^ ^ j) ^ c + I) ■ 
diejenigen des Schwerpunktes des Fiindanientaltetraeders 




4A 
V 

^^ = rc- 


AB ’ 


Welclies ist die Entrcrnung dieser beiden Punkte? 

Beispiel 2. Die sechs Ebenen, welche durch die Mittelpunkte der 
Kanten normal zu den Gegcnkanteii eines Tetraeders zu legen sind, schnei- 
den sich in einem Punkte, der mit dem Schwerpunkte und dem Mittel- 
punkte der umgeschriehenen Kugel in einer geraden Linie liegt, so dass 
jene die Mitte zwischen ihm und diesem bildet. 

36- Jedem Punkte 0 im Raume entspricht eine Ebene, die 
man nach Analogie des Entsprechens zwischen einem Punkte und 
einer geraden Linie in Bezug auf ein Dreieck, das in der 2. 
Aufgahe des Artikel 60 <ler „Analyt. (Jeom. der Kegelsclm.“, als 
die Polarebene jenes Punktes, ihres Pols, in Bezug 
auf das Fun damentaltetra oder bezeichnen kann. 

Zwei Constructionen führen vom Punkte O zur Polar- 
ebene und ihre analytische naiiegnng sei als ein einfaches Bei- 
spiel kurz angedeutet. 


p" («1 — “«) (?i — ßi) + («'■/p (oj — «,) (y, — y,) 

PPP ^ 

+ p (Pi — ßt) (yi — y*)}- 

Übereinstimmend mit der ontspreclicnden Formel der Himlytischon Plani- 
metrie; man kann in ihr die Orö.ssen p, ;/,/<” dureh die H<|iiiva1enten 

K y 

, , ersetzen, wenn man durch F den doppelten Inhalt des 

{hc) {ca) (ab) 

Fundamental -Dreiecks bezeichnet. Im Artikel 04 der „Analyt. Geom. d. 
Kepelseh.“ Aufgahe 0 ist die analoge Lüsung für das trimetrischc System 
mit gleichseitigem Fundamcutiildreicck oder allgemein für Flächenver- 
hiiltnisscoordinateu angegeben und die Uebertragnng auf das allgemeine 
System dem Leser überlassen worden; das Endresultat der Entwicklung 
enthält leidereiueunicht angezeigten jedoch leicht zu erkennenden Druck- 
fehler. Wir wollen endlich erinnern, dassbeiin Uebergang von der stereo- 
metrischen Formel des Textes zu dieser planimctrischen die a, ß, y einer- 
seits und die p, p’, p” anderseits ihre geometrische Bedeutung geändert 
haben. Die Homogencität der Formel erlaubt den Uebergang auf Grund 
der Proportionalität, diu zwischen den alten und neuen Wertben besteht. 
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Man üenku diu diircli dm l’iinkl mit je einer der Raulen 
des Tetraeders lieslimmten Ehenen und bemerke in jeder dersel- 
ben den I'nnkt, in welelieni sie die Kante des Tetraeders sclinei- 
det, die der sic mit lu*sliinniendcn gegenüberliegt. Die durch die 
Kanten ab, bc, ca, ad, bd, cd respective gebenden Ebenen be- 
stimmen so in den gegenüberliegenden Kanten cd, ad, hd, bc, ac, ab 
die Sclinitlpunkle 12, 23, 31, 14, 24, 34; jedem diesci- Letzteren 
enlspriebt ein in Dezng auf die Eckpunkte des Tetraeders in der 
zngeliörigen Kante conjugierl liarmoniscber Dnnkl; die Iteibe der- 
selben in analoger Drdiinng sei durtli cd, ad, bd, bc, ac, ab bezeich- 
net , sndass jeder die Üuehstaben seiner Kante entlullt. Diese 
Dnnkte liegen in einer Ebene und bestimmen in derselben ein 
vollständiges Vierscit. 

Oder: .Man verbinde 0 durch gerade Linien mit den Eck- 
punkten des Tetraeders und bcstinime die Dnrchsrhnitlspnnkle der- 
selben mit den bezüglichen (icgenflächen ; so eiiLsprecheii den Ecken 
«, b, c, d die Dnnktc 1, 2. 3. 4 re.spcctive. /n jedem derselheii 
bestimme man durch Verbindung mit den Ecken seiner Dreierks- 
lläche die Theil|)imkte der Gegenseiten und die conjugierl harmo- 
nischen derselben so wie durch die Letzteren ihre geraden Ver- 
hindnngsliuien; man erhält so beispielsweise in der Fläche bed 
die Theilpunkte 12, 13, 14 und ihre harmonisch conjugierten 
cd, bd, bc, und sie heslimmeu eine gerade Linie, die man etwa 
mit A bezeichnen könnte. Ebenso entsprechen den Flächen aed, 
abd, bed die geraden Linien Ji , C, 7); alle diese vier Geraden 
liegen in der vorbezeichneten Ebene und sind die Seiten jenes 
vollständigen Vierseils. 

Die Dünkte a^, |3,, y^, d, ; ctj, ß^, y^, ß^, y.j, 

liegen in der Ebetie 

91« -F SS/3 -H = t», 

wenn man hat 


ßf /!• ^jj 

«,. y,. 

d, 

ßi- y-i’ ^it , = 

« j, y ..,. 

d -2 

ß-A- J’:i- 

,«3. J':.- 

da 

ß„ d, 

0,, / 3 ,, 

yi 

“2 > ßit 1 , = 

«2« ß-i’ 

yi' 

"3 > ßs’ ^3 I 

“3 > ßi’ 
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Datier sind die Ebenen 

ABO, ACO, ßCO, ADO, BDO, CDO 
diircli die (Gleichungen 

— 7\^ = 0, 6^ß — /S,d = 0, 

er,d — d,« = 0, /J,y — y\ß = <», 

ß,y — y^a = (), u^ß — ß^u =_ () 

respcctive ausgcdi'ückt. 

Dieselben (ileichungen bezeichnen aber auch in (Gemässhcit 
des /usannnenhangs zwischen dein räunilichen und dem ebenen 
Syslera die Einienpaare 

fcl , «2; cl , o3; 
c2, 63: dl, «1: 
d2, 64; c4, d3. 

Die cüiijugicrl harnionisclien derselben in Bezug auf die eiil- 
sprechenden Paare der Kanten 

6c, 6d und ac, ad; c.b, cd und ab, ad; 

ca, cd und ba, bd; db, de und ab, ac; 

' da, de und ba, bc; ca, cb und da, db 


werden daher durch die Gleichungen 

+ Yi^ = 0, ä^ß -f ß,ä = 0, 

«,d + i5,a = 0, ß,y + y,ß — 0. 

«ly + y,ß = 0, «)/3 + /3|« = 0 

dargeslelll. Dieselben Gleichungen beslinimen die Punkte cd, bd, 
ad, bc, ac, ab der Kanten und zeigen, dass je drei derselben 
in einer der geraden Linie liegen, deren Gleichungen 

y 

ßi 

ß_ 

ßi 


a 

- + 


a 


- + 

«I 
a 

«I 


+ 

+ 


0, d 0: 

Yi 

ä 

r -= 0, y = o: 


ß 


Yi 


a~ + - + 
ßi Yi 


d 

^1 

d 


0 , ß = 0; 


0, c = 0 


sind, nämlich die Piinktcgru|ipcn 

ab, bc, ca; 

ab , bd , da ; 

ac , cd , da ; 
bc, cd, db. 
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Alle diese geraden liegen aber in der einen Ebene 

ß 




« + - + r = 

Pi yt "i 


0 . 


welche die als Polarebene von 0 bezeiebnete Ebene ist. 

AelinlicheBetrachluiigen fnhren zur conslructiveii Besliiii- 
inuiig einer durch ihre Gleichung gegebenen Ebene. 

37. Es liegt nahe, den Systemen der Punktcoordinaten ana- 
loge Systeme von Ebenenenordinaten gegenübcrzustellen, 
d. b. räumliche Bestimmungssysteme, in denen eine Kbene durch 
ihre Coordinaten und ein Punkt durch eine Gleichung zwischen 
denselben bestimmt wird. 

Ein solches System gehl aus dem (larlesichen (Koordinaten- 
system sehr einrach dadurch hervor, dass man die von einer Ebene 
in den Achsen gebildeten Abschnitte oder die reciprokeii Werthe 
derselben, allgemeiner die (Koefficienten der Gartesischeii Gleicliung 
der Kbene als Coordinaten der Ebene zu ihrer Bestimmung ver- 
wendet. Man beweist leicht den Satz: Wenn die Coefficien- 
ten der Gleichung der Ebene 

Ax + B;/ + Cz + D 0 
tlurch die lineare Gleichung 

lA 4- mB -E nC 4- pD = 0 


verbunden sind, in welcher /, m, n, p als Cnnstanten, 
A, B, C, D aber als veränderlich gedacht werden, so 
geht die durch jene (ileichiing dargeslcllte Ebene 
durch einen testen Punkt. Die Elimination von D zwischen 
beiden Gleichungen giebt nämlich 

A {px ~ l) ^ B [py — m) + C [pz — n) =■- 0, 
tlie Gleichung einer durch den festen Punkt 


/ m n 



gehenden Ebene. tVergl. Artikel 32.) 

''enn man die negativen reciprokeii Werihe der von der 
Ebene in den Achsen bestimmten Abschnitte als ihre (Koordinaten 
durch /, II, V bezeichnet, so ist ihre Gleichung 
/X -f iiy -f fl 4- 1 = ü, 
und wenn /, u, e durch eine Itelation der Eorni 

// 4 " 4 " 4 " /' = 0 
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vcrbiindün ist, so gclion die damit dargeslellten Ebenen durcb 
den Punkt 

1 m n 

X = , y = , I = — ; 

PPP 

dieser letztere Punkt ist also diirrh die Gleirlimig 
It + m« + nv -f- /> = 0 
dargestelU. In der redncierten Form 

rtt + fcn + rB-i- 1=0 

erscheinen die Coordinalen des Punktes a, b, c direct und wir 
können leicht zeigen, dass die Länge der Normale von einem 
durcb diese seine Gleichung beslimmlen Punkte auf eine durch 
ihre Coordinatcn {, u, v bestimmte Ebene durch 

nf -j- hn + er' + 1 

l'{n + +1?'^ 

dargestellt wir<l; daraus aber lässt sich wie im Artikel ;12 eine 

Iteiiie. von Schlüssen über symbolische Darstellung von 
Punkten und ihrer Verbindungen z u ,G rii pp e umziehen, 
die wir ihrer vollständigen Correspondenz mit den a. a. O. ent- 
wickelten halber hier nicht ansrühreii wollen. Nach ihnen sind 
z. U. die Kantenmittelpnnkte des Tetraeders von den Ecken 

i = 0, .V = 0, y — 0, r = 0 

durch die Gleichungen ' 

L + M = 0, N -f y = 0, 

L -f- y = 0, /' + I), 

i -p y = 0, ;V + = 0 

ansgedrückl und man erkennt, wegen der daraus dreiTach liervor- 
gehenden Gleichheit 

i -j- Af -f A- -f y = 0, 

dass die Verbindungslinien der .Mittelpunkte der Gegetikaiiten durch 
einen und denselben Punkt gehen, wie wir schon im Artikel 9 
gerunden haben. 

;iS- -Man kann aber die.sen Hetrachtungen noch eine andere 
Grundlage gehen, indem man ein Systiun von tetraedrischen 
Ehe neiico ordinalen entwickelt, welches dem System der Ar- 
tikel 34 f. analog ist. .Man bezieht jede Ebene auf vier feste 
Fuiidamcntalpunkte und hestinimt sie durch ihre normalen Ent- 
rcriiungen von diesen, die man als ihre Goordinaleii helrachtet. 
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Die Möglirlikcil einer solchen Darstellung erhellt einerseits durch 
Kliniiiiiitinn nach der Methode des Artikel ,'M. 

Man kann alter anderseits zur Begründung des fraglichen 
tioordiiialensysleins sehr einfach von den Ergebnissen des Artikel 8 
gelangen. Wenn wir durch 

0 = 0, |S = 0 


die Gleichungen zweier unter den Fnndamentalpnnkten n, h he- 
zeielnien, als welche aussagen, dass die senkrechten Alistände dieser 
Blinkte von allen durch sic Inndnrchgehenden Ehenen gleich Null 
sind; wenn wir sodann für eine helichige Ehciie durch u, ß die 
Bcrpcndikel bezeichnen, die von Jenen auf sie gefällt werden, so 
ist die Länge desjenigen Berpeiidikels, welches auf dieselbe Ebene 
von demjenigen Blinkte ans gelTdIt wird, der die Verbindungslinie 
jener Eundainentalpunkte nach dem VerliAltniss / : in theilt 


/ n + mß 
l + m ’ 


lind soJ"erii jene Ebene durch diesen Tlieilungspiinkt selbst hin- 
durcbgelil, ist die Relation 

la + mß = 0 

notbwendig erfüllt; diess ist also die Gleiclinng jenes Theilpnnk- 
tes der Verbindungslinie der Fnndamentaipnnkte selbst. Verbindet 
man ihn mit dem dritten Fnndamentalpunkte 

y = 0 


und tbeilt die Strecke zwischen beiden im Verhällniss n : {I m], 
so ist die Länge der von diesem Theilpimkt auf eine feste von 
den drei Fnndaiiientalpuiiktcii nm die Abstände o, ß, j> entfernte 
Ebene gefällten Normale 




II y 


la mß -|- ny 


l + m + II 


/ m + « 


und für 


la mß + ny = 0 


gebt jene Ebene durch diesen Theilpnnkt selbst. Die Fortsetzung 
dieser Itetrachtnngen auf einen Theilpnnkt der geraden Verbin- 
dnngslinie des Letztbetraebteten mit dem vierten Fundamentalpiinkt 

<) = 0 
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nach (leni Verbältniss p : (/ + w + n) liclerl für die allgemeine 
Gleichung eines l'unkles 

la + inß + ny -\- pS = Q, 

weil sie erfnill wird durch die Cuordinaten jeder Kbcne, die durch 
ihn gelegt werden kann, ln dieser Kntw ickeinng ist zugleich die 
Art und Weise hezeichnet, durch welche ein durch seine Gleich- 
ung Itestiininler Punkt gernudcn werden kann. 

.Man ersieht aus ihr, dass der Schwerpunkt des von den vier 
Fundamentali>unktcn gebildeten Tetraeders durch die Gleichung 
a + ß-^y + & — 

dargestellt wird, in genauer Uebereinstinnming mit dem, was wir 
vorher in dem aus dem Gartesischen abgeleiteten System der Ehenen- 
roordinalen gefunden haben. Pie .Mittelpunkte der Kanten sind 
o-f-^ = 0, « + y = 0, ß + y = 0, ß S = 0, 

y d — i) 

die Schwerpunkte der Scitenilächen aber 

a + ß -b y = 0, ß + y + <5 = 0, a-fy-bd = 0, 
n -b + (5 = 0. 

Pie Relationen des Poppelschnitlverhrdtnisses , der harmoni- 
schen Theilung, der Involntion übertragen sich nun mit derselben 
I.eiclitigkeit und in imveräiidcrler Form auf geradlinige Punkt- 
reihen; denn wenn 

i = 0, .V = n 
zwei Punkte repräsentieren, so sind 

aL “b bM = 0, a L -b b' M = 0, etc. 

Punkte ihrer geraden Verhindungslinn' ; für die drei Punkte 
L = {), .»/ = 0, iV -= 0 

repräsentieren Gleichungen der Form 

aL -b -b ciV = 0 
Punkte ihrer Ebene; die Punkte 

i = 0, ;>/ = 0, AT = 0 

liegen in einer Geraden, wenn zwischen ihren Gleichungen die 
Identität 

aL -b bM -b cA^ = 0 

und die vier Pniikle 

L = 0, M — 0, A^ = 0, /' = 0 
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in einer Ebene, wenn die Identität 

aL-\-hM + cN+dP=Q 

slalt bal. Wir brauchen hiernacli (ür alles Uebrige nur aiil Ar- 
tikel 32. 33 zu verweisen. 

Beispiel. Die sechs Punkte derKanlen eines Tetraeders, 
w elc li e in Bezug auf dicEckenlinrmuniscIi conjugiert sind 
zu seclis in einer Ebene gelegenen Punkten derselben, lie- 
gen zu Paaren in drei geraden Linien, welche durch einen 
und denselben Punkt geben. Für die unendlich entfernte Ebene ist 
derselbe der Schwerpunkt des Tetraeders. 

Sind 

« = 0, /3 = 0, y — 0, d = 0 
die Ecken des Tetraeders und 

aa — bß =: 0, au — cy = 0, aa — dd = o 
drei Punkte in den von a = 0 ,-iusgehenden Kanten desselben, si> erhal- 
ten wir durch Subtracllon dieser (jleicbnngen in 

cy — dd = 0, dö — bß — - 0, bß — cy = 0 
die lileidinngen der drei Punkle der andern Kanten, welche mit jenen 
ersten in derselben Ebene liegen. Die eonjngicrt bariuuniscbcn dieser 
sechs Pnnkle in den Kanten des Tetraeders sind durch 

aa -p 6/3 = 0, aa -j- cy = 0, na -|- dS — 0. 
cy -f- dd = 0 , dd -F bß = 0 , bß cy == 0 
dargestellt und diese Gleirbungcn beweisen den Satz, indem man be- 
merkt, dass je zwei über einander stehende derselben die Gleichung 
na -|- 6^ -F cy + dd = 0 

zur Summe geben. Die Vergleichung dieses Beispiels mit den Ergebnissen 
des Artikel HO erläutert das Princip der Beciprocit.ät, wclclics aus 
dem Zusammenhang der Punkt - und der Plaii-tajordinatensyslcmc bervor- 
gobt. (Vergl. „Analyt. Geom. d. Kcgelscbn." Artikel 72, 320 f.) 

Die gerade Linie. 

30. Wenn man die Gleielmngen zweier Kbeiieii als gleichzei- 
tig gellend ansiebl , so wird diirrli sie die Itnrebscbiiiltsliiiie dieser 
l.etzlereii repräsenlierl , als welche alle diejenigen I’unkte enthält, 
deren (aiordinalen beiden Gleiclnnigen gelingen. Das zuletzt Vor- 
hergehende macht augenscheinlich, dass die Gleichungen zweier 
Punkte als gleichzeitig geltend gedacht, nicht minder eine gerade 
Linie darstellen, nämlich die gerade Verhiiidnngslinie jener bei- 
den Punkte; aber wir widlen die weitere Purchrfilirting dieser 
.Vnllassung dem Leser überlassen. 
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Indem man nadi einander ,v und t/ zwischen den beiden 
(ileicliiin^en eliminiert, erli.'ill man ilie (ilciclumgen der geraden 
l.inie in der gebräiicliliclien Form 

X = mz a, y — HZ b. 

Von ilinen stellt die erste die Projcctioii der Linie auf die 
Ebene xz oder den Aufriss und die zweite ilire l'rojeetion auf 
die Ebene yz oder den Seitenriss dar. Heide zeigen, dass die 
(ileirliiingen einer geraden Linie vier unaldiängige ('onstanlen ent- 
halten. 

Wir können die LIeirInmgen der \'erl)indungslinie zweier 
Punkte unabhängig liildeii ; denn wir lialien im Artikel 8 die C.oor- 
dinaten irgend eines Punktes dieser Verbindungslinie liestinnnt und 
es genügt für jenen Zweck, aus den Wertben derselben das Ver- 
liältniss »I : n zu l)estimmen und seine drei Ausdrücke einander 
gleich zu setzen; man erliält die Gleichungen 



als die Gleichungen der geraden Verbindungslinie von x’, y, z' 
und x”, y", z"\ dieselben Gleichungen ergebeu sich aus einer 
einfachen geometrisciien Betrachtung. Sie zeigen auch, dass die 
Gleichungen der Projeclionen der Linie mit den Gleichungen der 
Verbindungslinien der gleichnamigen Projectionon von zweien ihrer 
Punkte identisch sind, wie diess auch sonst evident ist. 

Die üurchschnittsl in ie zweier Ebenen 
Ax + By + Cr -j- /) = 0, 

Xx + B'y Cz + D' — ü 
ist durch die Gleichungen 

a- y z 

BC — E^C ~~ CÄ — C'A ~ Äff — ÄB 
repräsentiert. 

Beis/jiel l. Weicties sind die Gleichungen der geraden 
Linien AD und BE in Figur 1 ? 

Sie sind 



X h — y z 

a b c 
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Beispiel 2. W p n n r p ]> r 3 s c it l i c r p ii il i e (i I p i p li ii n g p ii 
a- = cy + ii, y = fir -j- ca\ z hx + ny 
il i p II 3 III I ic lic (i pr a ilc? 

Wpiiii 

1— J c b\ 

c — I d = 0 

j h n — 1 j 

isl. |li(‘ <iU‘iel)migcn diosor (i(‘raden sind 

X y z 

(Vprgl. Jip Aiiiiiiirkuiig iIps Arlikel 27.) 

40. /mpI gprailu l.iiiipii im Itaiiiue .scliiipitlpii sirli im 
Allgpiiieiiipii iiiclil. Wpim iHp pi'sIp iIpi'i^pILipii iIiiitIi iüp (]|pidi- 
migpii 

i = (I, M = 0 

mul ilip zupi(c ilurdi die niulpiTii 

A’ =0, P = 0 

ilargp.dplll wird, so wird dor lliirdis<lmillsjMmkl diespr ('ipradpii, 
sofern piii solcher vorliaiiilen ist, ziiglcidi jeiipii vier KliemMi ge- 
meinsam sein mul d i e R e d i n g ii n g , nute r welcher s i c h j e ii e 
Geraden d n r c h s c h n e i d e n , i s t daher d i e s e 1 h e , iiii t c r w e I - 
eher vier Kbeneii durch einen 1‘unkl gehen, welche wir 
im Arlikel ;10 eiilwickell haben. 

Zwei sich schneidende gerade Linien hestimmrn 
eine. Khene, deren Gleichung leicht gefunden werden kann. 
Henn wir sahen im Artikel .‘12. dass die Gleidmngen von vier 
durch einen i'unkt gehenden Ebenen der identischen Relation 
(iL + hM + cN -{■ dP — 0 
genügen; es müssen somit die Gleichnngen 

aL + bM = 0. cN + dP = {) 
identisch und Re|iriiseiilaiilen der nänJiciieii Ebene sein; zugleich 
zeigt die Form dieser beiden Gleichnngen, dass sie respeclive, 
durch die beiden geraden Linien 

Z = 0, A/ = 0; A' = 0, P=0 
himlnrcligchen. 

Beispiel. Winni die gpgelicjipii geraden Linien durch Gleieliungeii 
von der Form 

X = mz + «. y = ’ti -y b ; X = mz -f y = nz -J- b' 
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ilargostellt sind, so win) die Kedingiing, tmler der sie sich diirclisrlmei- 
deii, geruiideii, indem inan die erste und drille tileidiiiiif' für ; aiiriösl 
und die so geriiiideneii Werllie mit den aus der zweiten und vierten 
(■leicliiiiig eiils|iringenden vergleicht ; man erhält 
a — u _ b — b' 
m — m n — n 

Wenn diese Bedingung erfüllt ist, so sind die vier lileiehiingen der . 
(ieraden durch die identische Relation 

[n — ;/) {(a: — mz — «) — (x' — m'z — o')} 

= (»i — m') {(y — nz —6) — {y — ii' z — b'j} 
vorhiinden und es ist daher 

(« — «') (.r — >nz — fl) — (m — in) (y — iiz — h) 
die (ileichiiiig ihrer Ehene. 

41. Di e ü I eich IUI gen einer l.inie zu riiiileii, uelrlie 
iliircli den l•unkt x, y, z geht und mit den Achsen die 
Winkel o, |3, y einschliessl. 

Die Projce.lioneii der Knlfernung des Punktes x’. y, z von 
einem veränderlichen l*niikte x,y, z dieser länie auf die Achsen 
sind re.specUve 

X — x', y ~ y, z — 

und da sie gleich dwi enlsprerhenden l'rodiicleii dieser Kiillernnng 
in die cosinns der von der Linie mit den Achsen gebildeten Winkel 
sind, SU erhnlleti wir 


X — X 

cos n 


cos ß 


cos y 


eine Form der Gleiciitinge.ii der geraden Linie, die in Ansehung 
ihrer Syininelrie nach x, y, z häullg braut lihar und selbst der 
Form des Artikel 39 vorzuziehen ist, obwohl sie zwei Aberlh'issige 
Cuiistaiiten einschliesst. 

Beispiel. IHe Beil iiigu ii g des I) u rchschiiciilens der Ge- 
rade n 


X — X 

l 


y— V 

m 


z — z 


.T- 


y — 

in 


i s t 

{x ' — x") [mn — mn) + {y — y") [nl — nt) + (r' — z") (t m—lin) = 0. 
Welclies simi die Coordinateii ihres Ilurchschiiillspiiiiktes? 

Wenn wir umgekehrt die von einer gegebenen Gera- 
den mit den Achsen gebildete n Winkel besliminen wollen, 
so bringen wir ihre Gleichung in die Form 
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X — X y—y ^ ^ 

Ä ~~ b" (■ 

mul «•rlialU ‘11 die Riclilungscosimis der I/inic, indem wir die (iiös- 

sen .4. B, C respeetive diirdi 

dividieren. 

Beispien. Welches sind die Hirliliingscosiniis der Ge- 
raden 

X ~ niz -j- o. y = tiz -f- h? 

W enn wir die Gleiclmn^en in der Form 

X — a y — 0 ^ 

m n 1 

sclireilien, so sind ilie Richtnngscosinns rcspcclive gleich 

m II I 

j ( 1 + «I- + »*)’ j/(l + + „ay y'[i - 1 - + n*i 

Beispiel ‘i. Man soll die lUchlnngscosinns von 


X 

1 


m 


heslimmen. 
Sie sind 


l 


r , o. 


Beispiel 3. Man soll die Richlnngscosinns von 
Ax By Cz + D d , Atx -f- B'y (f z D = 0 
bestimmen. 

Die nach einander folgende Elimination von y und z und die dann 
vollzogene Rednelion auf die Form dieses Artikels gieht die Rielitiings- 
cosinus in den Ausdrücken 

BC' — B'C CÄ — C'A AB' — ÄB 
R ’ R ’ R 
für 

Rt = (DC — BfCf -I- [CÄ CA)'^ -1- [AB' — ÄB)‘K 
Beispiel 4. Wenn durch die Schaar ilcr l’a rÄ I leien 

X — a y — l) z — c 

I m n 

und den Punkt x',y',z Ebenen gelegt werden, so .sind ihre 
(ilcichungen durch 

•III* (y_e) + (/■-/>) + ' />-'/) = " 
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tiargeslelll. wenn p, q, r willkfirliche C.iinlsanten liezeidinen. Natli der 
Furni dieser <ileiclinng entlinllcn sie alle die gerade Linie 

'x — x _ y~y _ t — z 
l m n 

welclie der Seliaar der Parallelen angeliiirl und dnreli den gegelienen 
Punkt gellt. Ilire lliirclisclinitlslinien mit einer festen Lliene bilden d.sher 
ein Slralilenlinscliel. 

Beispifl 5. .Man soll d i e li I e i e li n n g d e r d n r e li die ge r a d e n 
sich d II rc li sc li nei d e iid CU Linien 

X — x' y — y r — z x—x' y — y z — z' 

cos a cos ß cos y ’ cos u' cös ß' cos y' 

gellenden K li e ii e li e s t i in in e n. 

Da die.se Llieiiu diireli den Punkt .r', y'. z geht und ihre N'urniale 7.11 
zweien IJnien normal ist, deren Itichtiingsrusiiiiis bekannt sind, so ist ihre 
(ileiehiing nach Artikel 1 1 

(x -- x) (cos ^ cos y —cosß cosy) {y—y) (cos y cos« — cosy cosu) 
(r — z') (cos o cos — cos«’ cos ~ 0. 

Bi‘ispii’1 i>. .Man soll die lileichung der durch die zwei 
g a r a 1 1 e I e II Linien 

X - — x' . y — y' J — z' X — x" y — y" z — z" 

cos o cos ß cos y ’ cos « cos ß cos y 

lies tun III teil Khene rinden. 

Kiese Khene eiithrilt die Verliiiidiingsliiiie der gegcheneii Punkte 
x' , y, x", y”, z", deren itichtungsrosiniis zu den Itiircren/en 

x’ — x", y — y”, z — z’ 

pru|)urtioiial sind; in Folge dessen sind die Kichtiingsrosinus ihrer Nor- 
malen res|ieMive pro|iorlioiial den Grössen 

(y' — y") cosy — (z’ — z") cosjS, (z’ — z”) cos« — {x‘ — .r’) cosy, 

^ [x' — x") cos ß — (y ' — y") cos « , 

lind diese Letzteren gehen daher als Goeflicienlen von ,r, y^ z in die frag- 
lii he Gleichung ein; man tindet endlich ihr absolnles Glied, indem inan in 
ilen so gebildeten Ausdruck die Substitution x’, y, z' für x, y, z voll- 
zieht, in der Form 

(y’z ’’ — !/' »') cos “ + (z'x" — z"x') cos ß (x'y" — x"y') cos y. 

Beispiel 7. Die Gleichung einer K b c n e . welche durch die 
Bewegung der ihre H i c h 1 11 n g b c ii a 1 1 e 11 d c n Geraden 

X — x' y _ z' 

l m n 

baliuui), Altai, (ieom. d Kaum<*!i. 4 
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1 3 n g s der f e s l e ii Geraden 

X — a y — b z — r 
~r' ~ m ~~ ~n 
erzeugt wird , crgiclil sicli in der Funn 

[mn — mn ) (a- — «) + [nl — nl) \y — b) [(m — /;«') (i — c) = 0. 

42- Man soll d i e G I e i r li n ii g e ii de r v o tu Punkte x', y, z' 
auT die Kliene 

Ax "p Hy -p Cz -p If = 0 
gerällten Normalen entwickeln. 

Die Benierkuiig, das.s die liieliinngseoüinns dieser Linie nach 
Artikel 2'.i den Grossen .f, B, C resjieclive |>ro|)ortional sind, giebt 
sofort die fragliclieii Gleicbniigen in der Foini 
X — _ y — y _ z — z' 

A B C ' 

Beispiel. Die Glciciiuiig einer durch den Punkt x' , y , z' 
gehenden und zur Du re h sc li n i 1 1 s I i n i e iler Kiien en 
A.v “p By -p (Jz ^ B = U, 

.ix -P Hy + Hz + // = » 

II 0 r in a I e n K h e n e ist 

{x—x) {BC'-B'n + {y-y) {CA'—C'A] 

+ (z — z') [AB' — A'B) = 0. 

(Vergl. Artikel -U, Beispiel 3.) 

l.‘t. Man soll die Kiclitiingscosinns der geraden 
Linie finden, welche den von zwei gege heilen Geraden 
gehildeteii Winkel halhiert. 

Naidi der Fassung der Aufgahe genügt es, die iietrarlitiing 
auf Linien einznschränkeii, welche durch den Anfaiij'spnnkt der 
Gourdinateii gehen, iienkcn wir dann in heulen gegeheneii Ge- 
raden die vom Anfangspunkt gleichweit entfernten Punkte 

* t » *• if »t . 

x,y,x\x,y,z, 

so ist der Mittelpunkt ihrer geraden Ycrhindungslinie eiu Punkt 
der gesuchten Halbierungslinie und die Gleichungen derselben sind 
daher durch 

* _ . y _ ^ 

*■+* y + y z-pz 

ausgedrückt, ihre Itichlungscosinus somit proportional zu 
X + X , y + y , z + z ; 

da aber x', y, z', .x", y", z" zu den Uichtungscosinus der gege- 
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bellen Linien in einerlei Verbältuiss sieben , so sind die Ricblungs- 
cosinus der Halbierungslinie zu 

eos a + i*(»s cos ? + cos cos / -}- cos y" 

pro|iur(ional , und inan erhält ihre Ausdrucke, wenn man jede 
dieser (’irösseii durch die (.luadralwiirzel aus der Snnune ihrer 
OuadraU; dividiert. 

Die llalbierung.slinie des Su|>|deinenl\vinkels der gegebenen 
(ieraden wird gerunden, indem man liir den Dimkf .r'\ y", r" 
einen im entgegengesetzten Sinne gleieliMeil vom Anrangspunkt 
eiiHernlen 1‘iinkl, d. i. — x", — y , — siihslituierl, und ihre 
Kirhluugscusiuus sind daher den Giüsseii 

eos a — cos cos jS' — cos ß", eos y' — cos y" 
proportional. 

Wir erinnern, dass die Lbeiieii, welche den Neigungswinkel 
zweier Ebenen 

X cos « + y eos : cos y — p = 0 , 

X cos a -f- y cos ß z cos y' — p' = 0 
halbieren, duich 

(x cos a y cos ß z cos y — p ) 

= + (x cos y cos j3' -J- I cos y' — p') 

dargeslelll werden. (Vergl. Artikel 28.) 

Beispii:!. Wenn in der (ileicliiing <lei- Elienc iles Keispiels 4 ini Ar- 
tikel -U X = y = j’ = 0 sind, so iialhierl die Ebene den von beiden 
gegebenen Ebenen gebildeten Winkel für 

D'^ _ + IP -f (P 

TP ~ + PP +~iP ' 

44- Man soll den durch die geraden Linien 


X — n y — b z — c x — ii y — b z — c 



gebildeten Winkel hesliiuuien.*) 


*) Ua die Utciclmngen dieser Form aiieli für schiefwinklige Coordi- 
iinten gelten, so mögen einige dieselben betrelTendu Iteiuerkungeu hier 
vereinigt werden. Die Grössen I, m, n bezeiclinrn dann die Verliätfniss'' 
der I’rojectionen einer gegidiencn Strecke der Geraden auf die Achsen 
zur Strecke sellist. wenn man vnrnii.ssetzt, dass die Projectioneii durcli 
Parallelen zu den Coordinatelicbcnen gebildet werden. 

4t. 
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Die VVrtfleirliuii^ der in den Artikeln 13 und 41 ;<ewonneneu 
tr^elniisse gieltl für diesen Winkel die Koniiel 
^ ll' mm 4" 

y/{P + + m'-' -i- ' 

Die hetrarliteteii iieraden sind soiiiil rechtwinklig zu ein- 
ander für 

U mm' -|- nn = ü- 

Ilie Formel des Artikel 13 Tür sin^ $ giebt für die Bedingung 
der Kecbtwinkligkeit 

{mn — m'nY -f- («/’ — n'iP -j- [bn — = 0. 

Die Bedingungen des i'arallelisnins ergeben sich eben so 
wohl hieraus, als aus der geunietrischeii Anschauung; es erscheint 
unnölhig, sie noch anzuffihren. 

Beispiel 1. Welches ist der von den gcnideii Linien 

X y X ^ ^ 

gebildete Winkel? 

Anlwurl; :to". 

Beispiel 2. Welchen Winkel bilden die Geraden des Beispiels 2 im 
Artikel 3<J? 

Sein Cosinus ist 

— iP — l>‘ -j- c* 

tp -F 6* + 


Sie sind diireli die identiscdie Helation 
'- 1 , 
n. 


ni. 


» , m 

l, — 1 


0 


verbunden. 

Der von zwei geraden I,iiiicii gebildete Winkel ist durch 
cos 9 = //' "F van -F «n* -F « {mn -F m'n) b [n( nt) -F e (ltn ' + //n) 
beHtiinmt, die in der Form 

cos $ ^ t cos a iw" cos p + «" cos y 
dargeslellt werden kann, wenn ff, ß, y die diircIi 

cos ff =3 / -|- An + rm, cos ß = m W •+• uw, cos y = w + 
bestimmten Winkel der ersten Geraden mit den Achsen bexeichueii. 

Für 


/ -f- fw m r/ /m n + H“ 

cf + an* n + am ’+bf 
sind daher diese (terndeii )»arallel und Hir 

f ros ff + m' ros ß ^ n cos y = ü 
sind sie rechtw inklig auf eiimnder. 
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Man soll die senk rer hli; En I fern iiiig eines Punktes 
.r", y", t" von der geraden Linie 

o: — x' y — y z — 

ros a cos ß cos y 

bestimmen. 

Wenn inan von jenem auf diese die .Normale fallt und den 
gegebenen Punkt mit dein Punkte x', y, z' der (ieraden verbin- 
det, so ist die Länge von jener dem Produrte ans der Länge L 
dieser Letzteren in den sinus des von beiden gebildeten Winkels 
gleich; nun sind die Richtungscosinus der eben bezeicbneten i.inie 
L durch 

» f* * f$ » ff 

X y — ^ 

L ’ ' L ' L 

dargpstellt und man erhält mittelst der iiii Artikel 1.3 für sin* 9 
gegebenen Formel das Quadrat des gesuchten senkrechten Ab- 
standes 

= [cos (3 (z' — z") — cosy fy'—y")y 
-F [cos y (x' — x") — cos a (z' — z")]* 

+ [cos « (y' — y") — ros ß fa-' — a")]*. 

Für x" = y" — z" = 0 rednciert sich dieser Ausdruck auf 
den im Artikel 13 (Beispiel) gefundenen, aus welchem er auch 
durch eine Verlegung des Anfangspunkts auf die einfachste Weise 
abgeleitet wird. 

Wenn man die Länge der zweiten Kathete jenes rechtwink- 
ligen Dreiecks, aus welchem der Cosinus vorher entnommen ward, 
K als das Product von L in den Cosinus des nämlichen Winkels 
aiisdrückt, so erhält man für sie den Werth 

K — cos« (a’ — a") + cos |S 'y' — y") -p cos y (z' — z") 
und mittelst derselhen die (Koordinaten des Fuss[iunktes der Normale 
x^ = x' K cos o, y„= y K cos ß, z„ — z + K cos y. 

45- Man soll den Winkel h es tim men, welcher von 
der Ebene 

Ax By + Cz U = (S 
mitdergeradenLinie 

X — a y — b z — c 
l m n 

gebildet wird. 
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Der fraslirlip Winkel isl das romidement desjetiifren Winkels, 
welrlieii die "e};el>eiie Cfei'aile und die Normale der Kbene niil 
einaiidiT einscldiessen, niid »ir erhallen daher 

. , Al + Um + Cn 

Sm 9 = . 

l'f' + ; (.i-’ + /?- + C^) 

Für 

Al + Um + Cn ^ 0 

isl die helrarlilele Cerade der Ebene parallel, denn sie ist alsdann 
normal zn einer Normalen der Eln-ne. 

4fi. Filler welchen Itedingniißen ist die gerade 
Linie 

.(• = ;nr -F !/ — »' + 

in der Ebene 

Ax + Hy + Cz + D = (l 
ganz enih alten? 

Wenn Mir die durch die (lleiclningen der Linie für o- und y 
gegebenen Werihe in die tlleirhung der Ebene snbslilniereii , so 
giebl die nochmalige Aiitlösnng derselben ITir r 

_ Aa + ßlt + Jt 

Am + Hn + (' ' 

und Menn der /..ähler und Nenner dieses Ansdnicks gleich/iMlig 
identisch vei'sclnvinden , so wird der Werlb von i nnbeslinnnl und 
die gerade Linie isl vollständig in der Ebene eutbalten. Wir 
haben so eben gesellen, dass das VerscliMindcn des Nenners den 
I’arallelismns der Geraden mit der Ebene anzeigl , Mährend das 
VerscliMindeii des Zählers anzeigt, dass einer der l’nnkte der Ge- 
raden, nämlich der Punkt «, i, 0, in Melchem sie ilie Ebene xy 
schneidet, in diT Ebene entballen ist. 

Wir können in derselben .\rl die Itedingnngen aurstellcii, 
unter m eichen eine gerade Linie ganz in einer belie- 
gen Fläche gelegen isl; Mir snbslilnieren Mie \orher die 
Werihe von .r und y in die Gleichung der Fläche und vergleichen 
die Gneriicienlen a 1 1 e r Polenzen von z in der resnilierenden Glcicb- 
iing mit Null. Es isl klar, dass die Zahl der daraus hi-rvorgehen- 
den Redingungen um Eins den Grad der Fläche fibersleigl.*) 

*) Weil die CJlcichung einer geraden länie vier Oon.'Unnten entliiilt, 
so kann eine gerade Linie so besliinint werden, it.iss sie irgend vier gege 
tieiie Itedingnngen erfüllt. Pemnaeti nins» jede Kläehe zweiten Orade» 
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47. M a n s o 1 1 fl i p (’■ I e i c h iiii g f i n e r E b <• n p h !• s I i m tn p n . 
wpIcIip (iiiri’li fine gpgebpno gpradp l.inip gehl und zu 
ei ner gp gebene n Eben p nornia I ist. * 

Wir ilpiiken die Linie durch die Glcicbungen 
Ax + By + Cz + /) = 0, A'x -\- B'xj + C'z + i)' = 0 
und die Ebene durch 

Xx + B"xj + C'z + />" = 0 
gegeben. Dann ist die Gleichung jeder durcli jene (ierade geben- 
den Ebene von der Form 

k [Ax + By + Cz + D) + (I (A'x + By + C'z + B ) = 0. 
und damit eine solche zu der gegebenen Ebene normal sei, muss 
die Bedingung 

(lA + yA’) X' + [kB + yB') B" + [kC + yC) C" = 0 
erffillt sein. Sie bestimmt das Verbällniss k : y und die gerorderlc 
Gleichung ergiebt sich in der Form 

[A'X’ + B'B” + C'C") (Ax + By Cz + B) 

= (AA” -f- BB” + CC") (A'x + B'y + C'z + /»'). 

Eine andere sehr einraebe Bestimmiing ihrer Gleichung bietet 
sich dar, wenn die Ebene und die gerade Linie durch Gleichun- 
gen von der Form 

X cos o •{- y cos ß z cos y =: p\ 
x — x _ y — y _ z — z 
cos a cos cos y 

gegeben .sind; denn die gesuchte Ebene enthält eine Geradp von 
den Bicbtungswinkeln ß", y und die Normale der Ebene von 
den Bicblungswinkeln «, ß, y\ nach .\rtikel 14 sind daher die 
Kicbtiingscosinus einer zu ihr normalen Geraden res|)eclive pro- 
portional zu 

cos ßl cos y — cos ß cos y, cos y cos « — cos y cos a, 
cos a' cos ß — cos u cos ß', 

uiiziiblig viele gcrixie Linien cntlmlten, weil um ilrei Iic<Iingnii|;i’n zu er- 
füllen vier Constanten zur DiBposition sind. Jede F I iicli e vom dritten 
Grade muss eine begrenzte Anzahl von geraden l.inien ent- 
halten, weil die Zahl der Bedingungen, welchen zn genügen i.st, mit der 
Zahl der verfügbaren ('unstanten übereinstimmt, V'liichen von höheren 
Grailen enthalten nicht mit Nothwendigkeit geraile Linien, sondern müs- 
sen, nm diess zn thun, besonderen Bedingungen genügen. 
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lind wfil die Ebene ziigleieh den l’imkl .r', \{ , enthält, so ist 

ihre (^leirliung iiolhneiidi^ 

(.r — x'] ’(eos ß ros y' — ros ß' ros y) 

+ (v — ff') (ros y ros o' — ros y' ros «) 

+ (z — z': {ros a ros ß' — ros a ros ßl — 0.*) 

48. Ma II soll die (i I eir Inin g einer Ebene bestimmen, 

w e I c b e d ii r r b eine gegebene (i e r a d e und parallel einer 
zweiten gegebenen Geraden gehl. 

Wir neinnen zuerst an , die beiden Geraden seien durrh 
/, = 0, ,V =0; .V = 0, /• = 0 

gegeben, wo L, M. N, P die allgenieinsle Gleirbnngsform der 
Ebene vertreten. Indem wir dann genau wie iin .Artikel 32 ver- 
fahren, erhalten wir die ideiitisrbe Helation 

L{/li"C") — M{A' Ii'"C) + mÄ"BC') — P[Af}'C") = [AB'C'D’"), * 

in weirber die rechte Seite diejenige Lteterininanle repräsentiert, 
bei deren Versrliwinden die vier Ebenen L, .V, N, P sirli in einem 
I'nnktc srbneiden, während die Coeffirienlen der linken Seite ihre 
Minoren sind. 

.Ans dieser Relation ergiebt sieb, dass die Gleicbnngen 
L [ÄB"C"') — M [Ä'B'"C) -= 0, N{A'"Br') — P{AB'C ') 0 

parallele Ebenen repräsentieren; denn sie iinlerscbeiden sich nur 
durch eine Gonstante, d. h. sie schneiden sieb in der unendlich 
entfernten Ebene. Itiese Ebenen gehen aber der Form ihrer Gleich- 
ungen nach durch je eine der beiden gegebenen geraden Linien. 

AVir nehmen sodann zweitens an, dass die beiden Geraden 
durch die Gleichungen 

.r — X ff — ff' z — z' _ X — x” ff — ff' z — z" 

cos « cos ß cos y ' cos a ros ß' cos ^ 


•) Wuiiii inan dos Letztere auf die im Kuispiel 0 des Artikel 41 ent- 
vi'iekcltP filedchung der Kbeiie anwendet, so ergiebt sich für rp, ip, jr als 
die Kiehtangswinkel der Normalen, die .äquivalente Oleietmngsform für 


dieselbe 

oder 

wenn man 
setzt. 


LT — a) cos <>>-}- ty — *) cos V +• (- — c) cos j; = 
X cos qp y cos + z cos j; = p , . 
p =: a cos <ji Ä cos t/i -f- c cos x 
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gegeben sind, und bemerken, dass die Ricbtnngscosiiins einer 
Normale der gesurliten Ebene, veil eine solche zu jeder iler bei- 
den Geraden normal sein muss, die im lelzten Artikel gegebenen 
Werthe haben werden, so dass die Gleichungen der gesuchten 
parallelen Ebenen durch 

(x — x') (cos ß cos / — cos ß' cos y) 

+ (y — y") (‘'•’S y <■0* — cf* y' ros «) 

-f- (i ^ — z') (cos a cos ß' — cos «' cos (3} = 0 , 

(x — x") (cos ß cos y — cos ß' cos y) 

+ (y — y") (ros y cos u — cos y cos a) 

+ {z — z”) (cos a cos ß' — cos a cos ß) = 0 

ausgedrückt werden. 

hie normale Enirermmg beider Ebenen ist die hifferenz zwi- 
schen den vom Aiirangs[)nnkt aut sie gelallten Nornialen, und so- 
mit gleich dem Quotienten ans der hitlerenz ihrer absoluten Glie- 
der durch die Quadratwurzel aus der Summe der Quadrate der 
gemeinschartlichen Goefficienten von x,t/,z in ihren Gleichungen ; 
diese normale Entternung ist daher. 

{ {x' — x”) (cos ß cos y — cos ß’ ros y) 

4- (y — }/') (cos y cos a — cos y' cos <v) 

{z' — z") (cos a cos ß' — cos n cos ß)} : sin 9, 

wenn wir durch 9 den von beiden geraden l.inien gebildeten Win- 
kel bezeichnen, wie ini Artikel 13. Es ist oll'enbar, dass die so 
beslimnile normale Entternung kurzer ist, als jede andere gerade 
Linie, die man von einem Punkte der einen Ebene nach einem 
Punkte der andern Ebene ziehen kann. 

49. Man soll die Gleichungen und die Grösse der 
kürzesten Entfernung zw ischen zw ei sich iiichtdnrch- 
sch II eidenden Geraden bestimmen. 

hie kürzeste Entternung zweier Geraden ist eine zu beiden 
normale gerade Linie, welche folgendennassen bestimmt wird: 
.Man lege durch jede der beiden geraden Linien nach Ailikel 47 
eine Ebene, welche zn den nach Artikel 48 bestimmlen Ebenen 
normal ist; ihre hurchschnittslinie ist eine Normale der beiden 
parallelen Ebenen und somit auch der beiden gegebenen geraden 
Linien; die Constriiction zeigt, dass sie auch die beiden gegebe- 
nen Geraden schneidet, sie giebl also die gesuchte kürzeste Ent- 
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ferniing. Ihre I.änge ist olTeiibar die iin letzten Artikel bereits 
gegebene. 

Indem wir nach Artikel 47 die rileicbiing einer Ebene er- 
mitteln, welche durch eine Linie von den Richtungswinkeln a, ß. y 
geht und normal zu einer Ebene ist, deren Richtungscosinus zu 

cos ßi cos y — cos ß cos y , 

cos y cos a — cos y cos a', 

cos a' cos ß — cos a cos ß' 

proportional sind, erkennen wir, dass die gesuchte Linie die Uurch- 
schnitlsliiiie der Ebenen 

(x — x') (cosof' — cos 9 cos«) -f- (y — y) (cos^' — cos 9 rosjJ) 

-i" (r — z) (cosy' — cos 9 cos y) = 0, 
[x — x") (coso — cos 9 cos« ) -f- [y — y"){co&ß — cos 9 cos jJ') 

— z") (cosy — cos 9 cosy”) = 0 
ist; ihre Richtungscosinus sind den Grössen 

cos ß' cos y — cos ß cos y’, 

cos y cos « — cos y cos a, 

cos a cos ß — cos a cos ß' 

nothwendig proportional. 

.•iO. Wir schliessen dein Inhalte der vorigen Kapitel einige 
Eigenschaften des Tetraeders an, weiche, obwohl nicht 
durch die Methode der Goordinateii gefundeu, uns doch von ^ulzen 
und der Anfiihrung werth scheinen. 

Man soll die Heia lion an geben, welche dicLtängen 
der sechs gerad en L in ie n ver hi n det, d ie zw ischen vier 
l'unkteii einer Ebene gezogen werden können. 

Wir nennen «, b, c die Seiten des Dreiecks ABC und il, c, f 
die geraden Linien DA, DB, DC, welche seine Ecken mit dein 
vierten Punkte D verbinden. Wenn wir dann die von den Seiten 
a, b, c am Punkte D bestimmten Winkel durch o, ß, y bezeich- 
nen, so ist 

cos « = cos iß jr y}, 

also 

cos’ a -|- cos’ ß -f- cos’ y — 2 cos « cos ß cos y — 1 , 

eine für alle möglichen Lagen von D in der Ebene ABC gültige 
Man hat aber 
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ros u 


r* + /•* — 

■'““ 277 ” 


cos (i = 
cos y = 


^ _ A? 

2/W 

rf’ + r* — ' r* 

277 


und erhält durch Siihslitution dieser Werllte und Reductioii in 
dem Ausdrucke 


„1 (rf5_c2) (d’-/-J) + 6* (e’— /•’) (e*— d’) 

+ c»l/»-d’) (/■*-f*) + n^d- (n'-fcJ-c*) 

+ (//■’ — r’ — «*) + r*/"* (c* — — 6’) + «Vc* = 0 

die frajjliche rtelaliun. 

51. Mau soll das Volumen eines Tetraeders alseine 
Function der Längen seiner sechs kanten darstcilen. 

Wir hezeichneii die Seilen einer seiner Flächen ABC durch 
n, b, c und die entsprechende Höhe, d. h. die auf dieselhe von 
der gegenüherliegendeii Ecke geliillte iNormale tlurch p, so wie 
die Alislände des Fusspunkls derselben von den Ecken A , B , C 
durch d , e, f' respective. Dann besteht zwischen a, b, c, d , c, f' 
die Relation des letzten Artikels und die Kanten d, e, f des Te- 
traeders, welche von jener vierten Ecke nach A, B, C gehen, 
sind durch 

d* = d'2 + pK == + p\ p =: /•'* + p^ 

ausgedrückl, so dass 

d^ — C'* = d ^ — e'*, — /■* = c '^ — f ^ - rB — d 


sind. W'enn man also den Werth der linken Seile der Hieichung 
des letzten Artikels durch F bezeichnet, so erhält man durch 
diese Substitutionen di*- neue (ileichnng 

— F =. />* (2a^6^ -f- 2b^c'^ + 2c^o'* — <»' — b* — c'), 

in welcher der mit p'^ inultiplicierle Ausilrm k das sechszehnfache 
des OuadraLs von der Fläche des Dridecks ABC darstellt. Wenn 
wir hemerken, dass das /» lache flieser Fläche ilas dreifache Vo-- 
linnen de.s Tetraeders gieht, so erhält man die Kelatioii 
f = - 144 V\ 
welche der Forderung entspricht. 

Man kann zu derselhen auch gelangen, indem man von dem 
Delerminanlenanstlrni'k des Artikel 31 ausgehl uml erhält sie dann 
selbst in Fo r m ei ner De I e rniin a n te. 
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Man bat narb Artikel 31 und nacb bekannten Peterminanten- 
(tesetzen 


1 . 

ft, 0 . ft. ft I 

ft. 

1. 

ft. ft. ft! 

0 , 

1 . -T, . y, . r, ' 

1. 

ft. 

•r,. y,. r, 

0, 

1 . aTj , 1 / 2 , *2 j — - ”* 

1 . 

ft. 

Xj. y,. 2j 

n. 

1 . ^3 . Vs . ^3 ; 

1 . 

ft. 

^3- V3’ *3 

ft. 

1 . -^1. Vi. 

1. 

ft. 

^4- Vl- ^ 


also diirrb Mullipliralion beider Wertbe 

36 P = 

|0. 1 . 1 , I . 1 1 

1. -^1*+ y,’ + r,*, + x,X3+y,y,+z,i,, .r,X4-fy,y,+z,r, 

' |,x,.rj+y,yj+r,z,^, + y,’ + XjX,+yjy,4-z,2.,, XjX^+y^^+2.^r, ; 

l.x,Xs+y,y 3 + 2 , 23 , x,.r,+yjy3+ijr3, Xj* + y,* + x^x^-J-ysyi+z^rj 
],x,x,+y,y, + 2,2,, XjX^+yjyj+JjZ,, x.,x,+y3y,+232,, x,^ + y,’ + 

ändern wir nun in dieser Pelerminanle die Vorieidien der letzten 
vier Horizontalen und die der ersten Verlit-ale, niultiplieieren dann 
jene und dividieren diese dureb 2, so ist dieselbe mit 2’ multi- 
pliciert; die Addition der mit (x,® + y,* + r,*). (x.^* + yj* + ^j*)> 
fxj* -(■ ^3* + *3*). (■*■!’ + Vi'* + ‘4’) respee.tive niultiplicierten ersten 
zu den vier letzten Uorizontalreilien und die analoge Addition der 
mit denselben Factoreii niultiplicierten ersten zu den vier letzten 
Verticalreiben ändert sodann den Wertb der Peterniinante nidil, 
giebl aber ibren Hauptelementen den Werth Null und verwandelt 
die übrigen Klemente in die Ausdrücke der I^änge der kanten 
durch ihre Coordinateu. Man erhält nacb den vorigen Hezeicb- 
nungen 


1 

ft. 

1, 

1. 

1. 1 


1. 

ft. 

n*. 

h'^ , c* 

288 F'' s= 

1, 

o^ 

ft. 

<F, 


1, 


rf*. 

ft, r 


G 


r’. 

n, ft 


den vorigen Ausdruck, und bat damit auch den analytischen 
Beweis der Formel des vorigen Artikels gefunden; denn 
für F = 0, d. b. die Lage der vier l'unkle in einer F^bene, gehl 
sie daraus hervor. 

Pieser Ausdruck kann als specieller Fall eines allgeiueiiieren 
erhalten werden, nacb dein das Product der Volumina F, V’ 
zweier Tetraeder durch die Helation 
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0, 

1 S 

1 . 

1 . 

1 

1. 

^11 , 

p 

^12 • 

P 2 
^13 » 

^14 

1 , 

p 2 

P ^ 

^22 i 

e 2 

«ri 

1 , 

p 2 

^ 3 ! * 

P 2 

P 2 
^33 » 

'’S4 

1. 

e 2 

e 

^42 ' 

^43 • 

«II 


bpstimmt wird, in weldipr <üp etj die geradlinigen Kntfernnngen 
der Krkeii e,-, e,j des ersJen und zweiten Tetraeders liezeielinen. 

52. Man soll die K e I a t i o n a n g e b e ii , w e 1 e b e die 
sechs Bogen grösster Kreise zwiscben vier 1‘unkten 
einer Kugel verbindet. 

Berselbe tjaiig wie iin Artikel 50 unter Substitution der entspre- 
eliendeii Formeln der spliärisdien Trigonuiiietrie. lielert für u, y, 
d, t, (p als die eosinus der sechs rraglidieii Bogen die Belatiun 
o'* "F /J* + y* + *■ 4" d* — ß'^e'^ — y**?' 

F 2 aßöl + 2ßyi(p + 2 yod 9 > — 2or|3y — 2ae<p — 2ßöip 
— 2ydc -- 1. 

Bie iiäiiiUdie Belatiun kann rolgenderinaassen bewiesen wer- 
den: Wenn ilie Biditiingscosinus der Radien der vier Funkte 


COS 


cos 

ßi. cos 

y\ 

cos 

a-i. 

cos 

ß.j, cos 

r-2 

cos 

"3. 

cos 

ß^. cos 


cos 

«I, 

cos 

ßt, cos 

7i 


sind, so können wir aus dieser Bruppe von Fleineuten nach der iui 
Artikel i;i der „Vorlesungen“ gegebenen .Methode eine [leteriuinante 
bilden, deren Werth identisch verschwindet und welche wegen 

cos a,* -F cos /S,* -F cos y,'^ = 1, 
cos a^ ros or„ + cos ß^ cos ß.^ cos y, cos y.j = cos ab. etc. 
die Furiii anuiinnit 

' 1 , cos fld, cos ac, cosodj 

' cos ba, 1 , cos bc , cos bd 

I cos ca , cos cb , 1 , cos cd 

I cos du , cos db-, cos de , 1 

die den obigen Werth wiedergiebt. Man vollendet ihre Synnnelrie, 
wenn man «lie Hanpleleniente 1 durch cos ««, cos bb, etc. ersetzt. 
Diese Determinante geht z. B. auch als Resultat der linearen Eli- 
uiinatioii von .-t, ß, C, U ans den Gleichungen 
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A ~ B cos ab + C cos ac I> cos ad, 
B — C cos üc + ü tos bd -J- • 

C = B cos cd -J- A cos CO + B cos cb , 

B = A cos da + B cos db + C cos dr 


hervor, welche für A, B, C. B als tlie Flächen des Tetraeders 
und ab, bc, etc. als die von deiiselhen eiii^-eschlosseiieu Winkel 
den hekanuten SaU ausdrückl, dass jede Fläche gleich der Siinnne 
der auf sie iiroJc( lit i len drei andtrn Flächen isl ; denn inan gehl 
von dieser Ueti'achtung üur Kugel nher, indem man die , Normalen 
vom Fenirnm auf diese vier Fheneii mit der Kugel /.um Üiirih- 
sclmitl hringl. 

53- Man soll den Radius der einem Tetraeder iiui* 
geschriehenen Kugel finden. 

Die Seile o des Tetraeders isl die dem Rogen vom cosinus 
= a entsprechende Sehne, also 


mit aualogen Ausdrücken für y, etc. Durch die Siihslitution 
dieser W'erlhe liefert die Formel des lelzlen Artikels die Dieichung 
F , + 2b'W-p + 2c'-pahB — a*d* — b*c* — c*f* ^ 

dr»"*" l'Or'' ■ ■ — 0). 

welche in Delerminanletiform geschriehen für das I'roduct f r des 
Telraedervohnnens in den Radius der ungeschrieheneii Kugel die 
Relation giehl 

I 0 , /■*, c* , o'^ I 


— 576 f'^r* = 


iA 0 , iF. fc’ 
d\ 0 

U-. //', C- 


c‘ 

0 


somit für 


ad + bc + cf = 2S 
S {S — ad) {S b c) \B — cf) 


. **\ 


•) Kit: Viirausset/.iiiig j- = a./ führt daiiii auch sofort auf die Kclatiuii 
(ItT Arliktl 50, 51 Kuiik'k. 

**) l>ie Verjfleielmiig liit-He» Au«4nicks mit ticm enUprt*c*lu*ij«lv*n di*!- 
Dreieekfilelire liis»t den folj'oiulrii Vcrgleicli HUüsprecitcu: l)as »echs^ 
fache Product aiiH dem fnhnlt de» ’l'otraoders in den llalh- 
m e H a e r der u m tr e a c h r i e b c n e n K ii jr o 1 ist »1 c m Inhalt eine» 
li r e i e c k » g I e i c li , welche» die P ro d u c t e aus ü e u LU n g c n n h • 
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Oller in der am Sehliisse des Artikel 51 angew endeten Bezeirli* 
nung 


— 576 KV* = 


I « . ‘■li*. «13^ 

^ 21 * * 0 > '' 23 *> ^ 24 * 

»■31^ V. « . ^3." ■ 
, '■ 41 ". <-rA '-43^ " 


in weither sie tvergl. Artikel 51) als ein sperieller Fall der allge- 
ineiiiereii Kelalioii für das Product der Voltiiiiina zweier Tetraeder 
mit den Itadien ihrer iniigesi hrielieiieii Kugeln und dein rosinus 
des Winkels qp, unter welchem diesclhen sich schneiden, erhalten 
wird; 


576 Vy'rr cos <p = 


Diese Relation liefert für 


^11 » 


ft 2 

^13 » 

e 2 

*14 

*) 

^21 • 

^22^ 

M3 » 

M4 


f* 

.11 * 


^ 2 

M3 » 

p 2 

*^34 


e 2 
Ml • 

*^42 » 

ft 2 

e * 
« i 

1 


cos (p = + 1 

die Bediiigungsgleidiuiigeu der äusseru oder iniiern Berührung 
der beiden uiiigeschrieheiien Kugeln und für 


n 



durch das Verschwinden der rechts stehenden Determinante die 
Bedingung , unter welcher die lieideu hezeichiicteii Kugeln zu ein- 
ander orthogonal sind. 

Da die Theorie des Tetraeders zahh'eiche IJehungsaufgahen 
darbietet, so wollen wir hier als Beispiel einer solchen hinzulügen, 
dass die kürzeste Entfernung zwischen zwei (iegen- 
seilen eines Tetraeders mit dem Quotieulen aus dein 
sechsfachen Volumen desselben durch das Product 
der Längen der Gegenseiten in den sinus des von ihnen 


len der Oogenkanten des Tetraeders zu den LUugenza hien 
seiner Seiten hat. Wir wollen durch denselben auf die maniiiehfal- 
tigen Analogien dieser Art hinweiseu, diu zwischen Dreieck und Tetraeder 
bestehen, und merken an, dass einige derselben in Crellc’s ,,Sainmliiug 
niathumatischur Aufsiitzc und Bemerkungen“ Kd. I, 3. p. IO,öf. dargestclit 
sind; sic bieten Uebungeu dar durch deuAiireiz, dun sie zur Uebertragung 
in die neuere Form crtheilcn. 

*) Vergl. äiebcek, „Juiirliul f. d. r, u. a. Math." Kd. XI.II, p. l.")l f. 
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gebildt^teii Winkels übcreinsliniml, im<l wir erinnern mini 
Beweise dieses Salzes nur an die ItelaliuiuMi 

2 ad cos S = 6''* — c'^ — ^ 

2l>e cos 9 = c* + /■'■' — a’ — d’*’, 

2 cf cos ifj = a* + (/■' — — e'^. 

her Anblick derselben zeigt uninittelliar, dass die Reclitwiiik- 
ligkeil zweier haare von Gegenkanlen aucli^die des dritten l’aares 
bedingt und dass dann die Sninnie der Quadrate der haai'e dtu' 
(iegeiikaiileii gleich gross ist. 

Anmerkung, lui Anschluss an die Erinnerung au die Geo- 
metrie des ebenen llreiecks, welche die soeben ffir den Itadius 
der umgeschriebenen Kugel entwickelte I-'orinel hervorrnn und 
an den ganzen Gang der Entwickelung in diesen .Artikeln, mag 
hier bemerkt werden, dass auch die heterininanle des vorigen 
Artikels noch auf eine bemerkenswerthe Weise in diesem vor- 
iind rüekwärtsschauenden Znsammenbange stellt. Wir haben an- 
gegeben, wie von ihr aus die Itelation zwischen den sechs Ab- 
ständen von vier hunklen einer Ebene bervorgeht. Wenn wir 
nun bemerken, dass so wie hier vom Tetraeder znin sphärischen 
Viereck und durch \'erschwinden einer Dimension zum ebenen 
Viereck eine analoge Entwickelung vom ebenen Dreieck zu drei 
l‘unklen eines grössten Kngelkreises niid von da durch Verschwin- 
den einer Dimension zn einer allgemeinen Relation zwischen den 
Ajiständen von drei Pnnkten einer Geraden fribrt, so kann inan an 
eine Fortsetzung dieses Gedankenganges nach einem idealen Raume 
von vier Dimensionen denken, um dann durch Verschwinden einer 
Dimension in den anschaubaren Raum dreii'r Dimensionen zurfick- 
znkebren, um eine Relation zwischen den gegenseitigen Entrernnn- 
gen von frinf l'unkten im Raume zu gewinnen. 

Das ebene Dreieck gieht die sich selbst erklärenden Formeln 
n = h cos ü + c cos li, 

h — c cos Ä n cos . 

r = « cos li h cos yl , 

und die Elimination um », h. c die mehiTacb erwäbute Relatiun 

zwischen den \\inkeln eines Dreiecks 

— 1 , cos C. cos H 
cos Ü, — 1 , cos A 
l os B, Co» A, — i 
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I)(T r<‘liprf;ang zur Kiigrl die Hrlalion zwischen drii 

gejiciisfiligoii sphärisrlirn Kiilffrmiiigrii von drei Piiiikteii eines 
grössten Kreisi>s 

1 , cos ah , cos rtc ’ 

cos ha , 1 , cos hc | = 0. 

cos ca , cos rh, 1 [ 

und der durch die Suhstiliilioii 

— 

cos nö = 1 — 

2,.v 

und nachlierige Annahme 

r = cc 

vidlzogene llel)ergang zur F,hcue die Itelation zuischen den Ah- 
sländen dreier 1‘nnkle einer Geraden 


0. 

1 , 

1 . 

1 

], 

0 , 

ah^ , 

— ? 
ac 

I . 

f/Ö* , 

0 , 

hc 

1. 

ac , 

hc‘. 

0 


Die algehraische Analogie gieht dann anilerseils 


1 , cos ah , cos nc , cos ad , cos ac 
cos ha, 1 , cos bc , cos hd, cos bc 
cos ca , cos cb, 1 , cos cd , cos ce 

cos da, cos dö, cos de, 1 , cos de 

cos ca , cos eh , cos cc , cos cd , 1 


= 0 


mul der entsprechende Uehergang die Itelation zwischen den gegen- 
seitigen Ahslanden ab, uc, cic. von f'nnf Ihnikten a, h, elc. im 
Hanme 


!0. 

1 , 

1 , 

1 , 

1 , 

1 

' 1, 

0 . 

alp , 

— O 

ad~. 

ac* 

1. 

ha\ 

0 , 

bc^ , 

bd^ , 

öc* 

1, 

ca^ , 

cP, 

0 , 

— Cf 

cd'. 

cc* 

1, 


dp, 

de*. 

0 . 

7c* 

1, 

ca*, 

cP, 

cc*. 

C(P , 

0 


Man kann von ihr zu der Relation des vorigen Artikels zn- 
rnrkkehren und sie auch anderweit hestätigen; sie liefert für fünf 
Punkte einer Kiigelfläche die Relation ihrer sphärischen Dislanzen 

Salmon, Anal. Gcoin. <i. Haumc«. 5 
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0 . 

ea' , 

el*. 

ec*. 

ed* 

ea^ , 

0 . 

-.2 ”2 
an , ac , 

ad* 

eb^ , 

rt//, 

6 , 

Ac*, 

Äd* 

ec*. 

ac , 

Ac* , 

0 , 

cd* 

ed\ 

ad^ , 

6 « r , 

cd*. 

0 


von der inaii durrli Substitutionen nie oben zu einer Kelation zwi- 
schen den gegenseitigen Abstünden von vier Punkten eines Kreises 
übergehen kann*). 


*) Vergl. MRtlifin. Jtmmal** Vol. 11, (1842); ,,<4uar' 

terl.v Journal ofMatheni.“ Vol. III, p. 27f>, p. 283(IHrtO). Sitheck a.a.O. 
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IV. Kapitel. 


Allgemeine Eigenscbaftei> der Fläclien zweiten 
• Grades. 


54. Wir schreilxai die allgianeiiit- (»Idchung vom z«(‘itcn 
Jirade in <ier Komi 

ax'^ -K + rz* + 2/yz -f- 2/«za’ + 2nxi/ + 2 />.«•■ 

+ 2q>J + 2rz + rf == 0. 

Sic cntlifdl zehn ('ilieder und da dnrcli Division einer der 
r.oenieienleii der Kinlieil gleich gemacht werden kann, so erkennt 
inan nenn Bedingungen als hinreichend zur Besliin- 
in u n g einer F I ä c li e zweiten Grades oder , wie wii- sie ah- 
knrzend nennen könnten, einer qnadi'atisclien Fhäche. Wenn z. B. 
nenn l'unkte der Fläche gegehen sind, so erhalten wir durch die 
siicccssive Snhstitnlion der Coordinalen eines jeden in 'die allge- 
meine Gleichung neun GIcichnngen, welche zur Bestimmung der 

h c 

nenn unbekannten Grössen etc. hinreichend sind. 

a H 

In derselben Art erkennen wir die Anzahl der zur Bestim- 
mung einer Fl.äche n'™ Grades nothwendigen Bedingungen als 
uni eins kleiner als die Anzahl der Glieder in der allgemeinen 
Gleichung n''“ Grades. Die Gleichung eiuer Fläche zweiten Gra- 
des kann auch (siehe Artikel ;i4) als eine homogene Function der 
Gleichungen von vier gegebenen Ebenen x, y, z, v> in der Form 

cx'^ -|- btß + cz* -|- f/w* 2/yz -j- 2mzx -F 2nxy 
-F 2pxw -F 2qyir -F 2rzw = 0 
ausgedrnckt werden, denn die neun nnahhängigen Gonslanten die- 
ser Gleichung können so hestinnnt werden, dass die Fläche durch 
nenn gegebene Dunkle geht, d. i. jede gegebene Fläche zweiten 
Grades kann durch sie dargeslellt werden. 

5 * 
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Man kann ilnrrli Rinriilinni^ ilor liiu-arrn Einheit u jed«; 
(ileirlinii!; in x, ;/, z lionin^'i-n niarlien nnil erreiclit in zalilreidien 
Fallen (Inreh die Anwendung solelier (ileielinngen eine grössere 
Symmetrie der Hesnllale. 

Pie eonse([iiente Anwendung von Indiees lässt die vi(V \'er- 
änderlichen der homogenen Form dnreh .r, . x.j, 3 - 3 , hezeich- 
nen und die allgemeine (ileiehnng 

+ «33X3* + 

+ 2ay^x^X2 + 2 a| 3 ar,a -3 + 2 a, 4 a-,Xj 
+ 2«23.TjX3 + 2a-nXjX^ + 2/(34 X3X4 = 0 

symbolisch durch 

£tt;j X |* Xj • — 0 {((y ““ J 1 » 2» 3j 4) 

darstellcn; an einigen wichtigen Stellen soll Rücksicht auf diese 
Hezeichnung genommen werden. 

Der Einfachheit wegen beginnen wir aber mit der Anwen- 
dung gewöhnlicber (larlesischer (Koordinaten. 

.') 5 - Die (Koordinaten werden zu beliebigen neuen paralle- 
len durch einen Punkt .T, y', 2’ gehenden Achsen trans- 
formiert, indem man 

X -F x'. y -F y, I + i' für x, y, 2 
respective siibstituirl. (Artikel ].").) 

Das Residlat dieser Snbstitnlion ist. dass die Coefficienlen der 
höchsten Potenzen der Ver.änderlichen (o. ft, c, /, m, 11) unver- 
ändert bleiben, dass das neue absolute Glied mit dem Residtat 
der Sidtslilntion von x', y , 2' für x, y, 2 in die gegebene Glei- 
chung übereinstimmt, welches wir durch V’ bezeiebneii; dass der 
neue (Koefticient von x 

= 2 [ax -F ny -F + p) oder ^ 

und in derselben Weise die neuen Coefficienten von y und 2 respec- 
tive gleich 

dV , dV 
dy dt 

sind. 

56 . Wir können die allgemeine Gleichung zu Polar-Coor - 
dinaten transformieren, indem wir 

X = Aq, y — /?p, 2 = Cp 

setzen (wo für rectanguläre Achsen A, B, C respective gleich 
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cos a, COS ß, COS y und für schiefwinklige Achsen nach der An- 
merkung des Arlikcl 11 A, B , C allgemein Functionen der Winkel 
sind, welche die Linie mit diesen Achsen einschliesst); die Glei- 
chung wird dadurch 

{aÄ^ + 65* + c6-* -f IlBC -f 2mCA + 2n^5) 

+ [pA qB + rC + d = 0, 
und liefert nach ihrer Natur als quadratische Gleichung für die 
Länge des einer gegebenen Richtung entsprechenden Radius verlor 
zwei Werthe; da jeder heliehigo Punkt als Anfangspunkt der Goordi- 
naten gewählt werden kann, so beweist sic, dassjede gerade Li- 
nie eine Fläche zweiten Grades in zwei Punkten schnei- 
det, wie wir schon früher (Artikel 20) erkannt haben. 

57. Wir betrachten zuerst den Fall, wo der Anfangspunkt der 
Coordinaten in der Fläche liegt, also </ = 0 und eine diT Wurzeln 
der eben erhaltenen (juadratischen Gleichung gleich Null ist; wir 
suchen die Redingung, unter welcher der Radius veclor 
die F'läche im Anfangspunkt der Coordinaten berührl. 

Da in diesem Falle die zweite Wurzel unserer r|iiadralischen 
Gleichung ebenfalls gleich Null sein muss, so ist 
pA + qB + rC = {) 

die fragliche Bedingung. Sie geht durch .Multiplicatiun ndt ß und 
Wiedereinführung von x, y, z für Aq , Bq, Cq in die Form 
px + qy + rz = 0 

Qlter und drückt oll'enhar aus, dass der Radius vector in einer 
gewissen festen Fibcne liegt. Und da A, B, C keiner andern als 
der eben geschriebenen Oeschränkuiig unterliegen, so muss jeder 
durch den Anfangspunkt der Coordinaten gehende und in dieser 
Ebene gelegene Radius vector die Fläche berühren. 

Wir erkennen, dass in einem gegebenen Punkte einer 
Fläche zweiten Grades unendlich viele Tangenten der- 
selben gezogen werden können und dass dieselben 
alle in einer F'bcne liegen, welche dii? Ta n gen len eben e 
in diesem Punkte genannt wird. 

Wenn die Gleichung der Fläche in der Form 
“2 + “i — 

geschrieben wird , in welcher die Glieder vom ersten und die vom 
zweiten Grade in den Veränderlichen gesondert sind, so ist 

«, = 0 
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dip Gleirhunt; der THiigpiilenel)piip im Aiiraiigsjiunkl dpr (^oordi- 
na(pii. 


5S- 'Vii' könnnn dip Gleichung der Tangetiteiiebene 
der Fläche in einem heliehigeii ihrer Punkte x', y, 
durch Transforinaliuii der (^ordinalen üiulen; denn durch Ver- 
legung des Anfangspunktes nach dipscni Punkte verschwindet das 
absolute Glied und die Gleichung der Tangpulenebene ist (Artikel 56) 


X 


dU’ 

dx' 


dU' 

'J - + 

<iy 


dU' 

dt' 


0 , 


oder durch den ilückgang zu den alten Achsen 


[X — X 


'IR' 

dx' 


+ iy-y) X- + (- 


„ dU' 

■t) = 0. 


Durch Kiiirfihrung der Lineareiiiheit a kann dieselbe Gleichung 
in einer vollkommener symmetrischen Gestalt gegeben «erden, 
denn nach der Natur einer homogenen Function und weil x\ y', z' 
der Gleichung der Fläche genügen, haben wir 
dU' , 


dU’ , 
X . , + // 


dU' . , dU' 

— , -F 0) — , = 2U =0, 
dz dat 


dx' ' dt/ ^ 
und erhalten durch Addition dieser Gleichung zu der zuletzt ge- 
fundenen die (■leichimg der Tangenteindieue in der Form 


dV dU' 

X -F V - , 
dx dy 

oder eutwickelt 


dU’ dU’ 

+ ' , ■ -F “ = 0 , 

dz da 


X \ax -F «»/' -F + p) + y {nx + hy' ■+■ /*' -F 9 
-F z {mx' + ly -F «' -F rj -F px’ -F qy + rt d = (). 

Indem man bemerkt, dass diese Gleichung in Bezug auf die 
Gruppen o.', ^ : und x', y, z symmetrisch ist. lindet mau, dass 
sie auch in der Form 


, dV 
^ r/.r + 


. dU ^ . 
-dy + '^ 


dU 

Vz 


, dU 

a — = 0 
da 


geschrieben werden kann. 

59. Man soll d e n K e r ü h r u n g s p u n k t e i u e r T a n g e n t e 
oder Taiigentenehene bestimmen, welche durch einen 
gegehciicn nicht in der Fläche liegenden Punkt ,r', y, z' 
geht. 

Die zuletzt gefundene Gleichung drückt eine zwischen x, y, 
z, a, den Coordiiiaten eines beliebigen Punktes der Taiigeuten- 
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)>bene, mul .c', y, i, ta als Cuordiaaleii ilirvs Berühi uii^siumkles 
bestehende Itelation aus; und um auszudrücken, dass die ersteren 
(ioordinaleii gegeben und die letzteren gesucht sind, haben wir 
nur die Accente der ersteren zu beseitigen und sie den letzteren 
beizulugen. Wir linden also, dass der Berührungspunkt 
in der durch 


dir 

dt' 


+ y 


dU 

dy' 




dU^ 

dto' 


— 0 


dargestellte II Ebene liegen muss; sie wird die I’nlar- 
ebene des gegebenen Punktes genauni, indem mau zugleich 
diesen als ihren Pol bezeichnet. 

Ua der Berührungspunkt keiner andern Bedingung als dieser 
zu genügen hat, so gehen die Tangentenebenen der Fläche in 
allen ihrer DiirchscImitLsciine mit der l’olarebeiie aiigehörigeii 
Punkten durch den Pol, und die gerade Verbindungslinie eines 
Berührungspunktes mit dem gegeheneii Punkte ist eine Tangente 
der Fläche. Die Gesammtheit aller dieser Verbindungslinien, 
d. i. die Schaar iler Tangenten, welche durch den gegebenen 
Punkt an die Fläche gezogen werden können, bildet den diesem 
Punkte entsprechenden Tangentenkegel oder Bernhrniigs- 
kegel der Fläche*). 

60. Die Polarebene kann auch als der Ort iler bar- 
iiiunischen Mittel der durch den Pul gehenden Kadien 
vectoren der Fläche definiert werden. 

rntersucheu wir nämlich den Ort der Punkte der harmuni- 
schen Theilung für die durch den .Anfangspunkt gehenden Kadien 
vectoren, bezeichnen wir durch p', (f' die Wurzeln der quadra- 
tischen Gleichung des Art. 56 und durch o den Radius vector des 
fraglichen Ortes, so ist 

2 1.1 2{Ap Hy + Cr) 

' r "V — ^ » 


d. i. durch Rückkehr zu den x, y, z Guordiiiateii 


px yy + rt + rf == n. 


*) EineFUcho, die durch Uewegang eiuur geraden Liuie erzeugt wird, 
die stets durch einen festen Punkt geht, heisst eiu Kegel und der be- 
zeichnete feste Punkt der Scheitel- oder Mitteljiuiikt der Fläche. Ein 
Cylinder ist der Grenzfall eines Kegels, welcher dem Uebergaiig des 
Scheitels in nnetidlich grosse Entfernung entspricht. (Artikel TI.) 
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oder die (üeiclitiii^ der l‘(d€ireliene des Aiir.'iiigs|iiiiiklos, die auch 
aus der eiitwickelleii rilidcliung des Aiiikel 5S für 

X = tj = z = 0 

liervorpehl. 

Au» dieser Definition der Polarebcne ist evident, dass für 
jeden dureil einen gegelienen l'iinkl gehenden elienen 
Sriinitt einer Fliiclie die Polare iles Punkte» in llezug 
auf die Schnittcnrve durcli den nurchschnitt der 
Ebene des Scbnitles mit der Polar ebene des l’iinktes 
gegeben wird; denn der Ort der liarinoniseben .Mittel aller durch 
diesen Punkt gehenden Itadien vectoren enibäll notliwendig aucli 
den Ort der barnioniscben Mittel deijenigen Itadien vectoren, wel- 
che in der Scbniltebene liegen. 

(jl . M' e n n die P o 1 a r e b e n e e i n e s Punktes A d e n Punkt 
enibäll, so gehl die Polarebene des Punktes durch 
ilen Punkt A. 

Denn da die (ileicliung der I*olarebene in liezug auf x, y, z 
lind X, y, z' syiiinielriscli isl, so erhallen wir ofieiibar dasselbe 
Ilesiillal durch die Siibstiluliun der Koordinaten des zweiten Punktes 
in die rileirliung der Polarebene des ersten, als dnreli die der Koor- 
dinaten des ersten in die Kleichung der Polarebene des zweiten. 

Der Diirchscliiiitl der Polarebenen von A und li isl eine ge- 
rade Linie, welche wir die Polarlinie der Geraden AB in 
llezug ani die Fläche nennen wollen. 

.Man sieht, dass die I’olarlinie von AB der Ort der Pole 
aller der Ebenen ist, welche durch die Linie AB gelegt werden 
können. 

Es isl nicht schwer, die Gleiclningeii solcher Linien darzu- 
slelleu. Man kann nach dein Winkel fragen, den sie niil einander 
bilden und erkennt, dass eine F'läcbe zweiten Grades e.xislierl, 
für welclie, jede gerade Linie auf ihrer Polare i-eclitwinklig siebt: 
Es ist die Kugel. Wir erinnern an die allgenieine Theorie der 
Winkelgrössen in der „Analyl. K.eoni. d. Kegelsrlinittiö* Artikel 14S. 

62. Wenn in der Originalgleicbung nirlil nur 
d = ü 

sonilern auch 

p = q — r 0 

sind, so wird ilie gefundene Gleichung der Tangeulenebene (Artikel 
58) illusorisch, weil jedes ihrer Glieder ver.scliwindel und keine 
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einxeliic Kben« als die. TiingenUMielieiie der Fläche im Aiifaiigs- 
jHinkl der (btordtiialen liezeichnel werden kann. Denn der CoefO- 
cient von ^(Arlikcl 56) verschwitidel für jede dem p hcigeJegle RU h- 
hnig, jede durch den Anfangsiiunkl der Coordinalen gehende gerade 
4änic schneidet die Fläclie in zwei zusammenfallenden Punkten, 
d. Ii. der Anfangspunkt ist ein Doppelpunkt in der 
F 1 ä c h e. 

In dem gegenwärtigen Falle hezeiclinet die Gleichung einen 
Kegel, der den Anfangs[iunkt zum Scheitel hat; in der 
That Ihiit diess jeile in x, y, : homogene Gleichung. Denn wenn 
eine solche durch die Coordinaten x', >J, z befriedigt wird , so 
genügen ihr auch die Coordinaten Rx\ Ry, R: (wo R eine beliebige 
Constante ist), d. h. die Coordinaten aller Punkte der geraden Ver- 
bindungslinie des Punktes {x',y, z') mit dem Anfangspunkt; diese 
Verbindungslinie liegt somit ganz in der Fläche und dieselbe muss 
unendlich viele gerade Linien enthalten, welche durch den Anfangs- 
punkt gehen. 

Die Gleichung der Tangentenebene für irgend einen Punkt 
dieser Kegelfläche kann in den Formen 


dU' 


dir 

, dir 

^ tir' 

+ y 

<iy 

+ z ^. = 0, 

. dü 

+ y 

dü 

.■ , dU 

^ dJ 

dy 



geschriehen werden, von denen die e^^te diircli den Mangel des 
absoluten Gliedes anzeigt, dass die Ta nge n tenehene in einem 
beliebigen Punkte des Kegels durch den Anfangspunkt 
gebt, während die zweite ausdrückt, dass die Tangenten- 
ebene in irgend einem Punkte {x\ y, z') die Fläche in 
jedem Punkte der geraden Linie berührt, welche den 
P II n k t (.r', y', z') mit dem Scheitel verbindet, weil sie noch 
die nämliche Fbene repräsentiert, wenn man für x', y, z respec- 
tive Rx, Ry, Rz' substituiert. 

Wenn der Punkt (ar', y', i') nicht in der Fläche liegt, so 
repräsentiert die zuletzt betrachtete Gleichung die Polarebene die- 
ses Punktes und man erkennt in gleicher Weise, dass die Polar - 
ebene jedes Punktes durch den Scheitel des Kegels 
gebt, und dass alle Punkte, die in derselben geraden 
durch den Scheitel gehenden Linie gelegen sind, die 
Dämliche Polarebene haben. 
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Um daher die Polarebene eines Punktes in Bezug auf einen 
Kegel zu linden, haben wir nur irgend einen ebenen Schnitt durch 
diesen Punkt zu legen und die Polarlinie des Punctes in Bezug 
aul die entsprechende Schnittcurve zu bestimmen; die durch sie 
lind den Scheitel gehende Ebene ist die Tragliche Polarebene, denn 
es ward im Art. 60 bewiesen, dass die Polarebene die Polarlinie 
enthält, und jetzt erkannt, dass sie zugleich durch den Scheitel 
des Kegels gehl. 

63. Wir können leicht die Bedingung entwickeln, unter 
welcher die allgenieiueGleichung zw eiten Grades einen 
Kegel re|iräsentiert. 

Denn unter dieser Voraussetzung muss es möglich sein, durch 
Transformation der Coordinaten die neuen Goefflcienten p, q, r, d 
zum Verschwinden zu bringen ; die Coordinaten des neuen Anfangs- 
punktes, d. i. des Scheitels, müssen daher (Art. 55) di« Bedin- 
gungen 


dU' „ dü’ „ dü’ 

— , = 0 , = 0 . 
dx dy dz 


0, U=0 


erfüllen, deren Letztere in Verbindung mit den übrigen mit der 
Bedingung 



identisch ist. Wenn wir aber x', y, z' ans den viei- Gleichungen 


ax' 

+ 


+ 

mx 

+ 

P = 0, 

ft.V 

+ 

V 

+ 

Iz 

+ 

q = 0. 

mx' 

+ 

ly' 

+ 

cz' 

+ 

r = 0, 

px' 

+ 

<iy 

+ 

rz 

+ 

rf = 0 


eliminieren, so erhalten wir die fragliche Bedingung in der Form 
einer Determinante 

u , n, m , p 
n,b,l,q_ 

\ m , l , c , r 
\P> r , d ^ 

oder entwickelt 


Pp"^ -F /«V* + — ‘Lmqnr — 2>irlp — 2lpmq 

-p abcd + 2alqr -p 2bmpr -f- 2cupq + ‘Idlmn — bep- 
— caq'^ — abr'^ — udP — bdm‘ — cd>P = 0, 
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welches die Discriininaiile und zu;;leitli die Hesse’sche Determi- 
nante der gegebenen üleirlning ist.*} 

ln der Bezeichnung mit den t'oordinalen .i-|. j:,, a,, .r^ {Artikel 
54) ist sie durcli 


«II , 

«1-4 , 

“| 3 * 

“11 

> 

1 

» 

“31 

“31 ’ 

“ 33 ' 

«33 • 

«31 

«41 . 

«13 • 

“| 3 - 

“u 


selir einfach ausgedrnckt. 

64- Wir kehren nun zur Betrachtung der quadratischen Gleich- 
ung des Artikel 56 zurück, und mitersuchen unter der Voraus- 
setzung, dass d nicht verschwindet, die Bedingung, unter w el- 
cher der Radius vector im Anfangsiuinkt halbiert wird. 

Ks ist dazu nothw endig und hinreicheml , dass der Goelli- 
cient von g in dieser (Reichung mit Null identisch ist , weil wir 
dann ans ihr für i> numerisch gleiche Werthe mit eiitgegenge- 
selzlen Vorzeichen erhalten. Die verlangte Bedingung ist daher 
pA + q B -)- rC = 0 ; 

mit Q multi|iliciert zeigt sie, dass der Radius vector dann in der 
Ebene 

px + qy rz = 0 

liegen muss. Nach .\rtikel 60 schliessen wir daraus, dass jede 
durch den Anfangspunkt der Courdinaten in einer zur 
Polare he ne desselben parallelen Ebene gezogene ge- 
rade Linie im Anfangspunkt halbiert wird. 

65. linier den gleichzeitig gellenden Voraus- 
setzungen 

p = 0, 7 = 0, r — 0 

wird jede durch den Anfangspunkt gehende gerade 
Linie in ihm halbiert und der Anfangspunkt wird dann 
das C e n t r u in der Fläche genannt. 

Jede Fläche zweiten Grades hat im allgemeinen 
ein und nur ein Centrum. Denn wenn wir durch Transfor- 
mation der Goordinaten die Coenicienten p, q, r der allgemeinen 
Gleichung auf den gemeinschaftlichen Werth Null bringen wollen, 
so erhallen wir die drei Bedingungsgleicliungen 


*) Vergl. ,,V'orlesuiigen“, Artikel 57, (52, 81, 97, 1(51. 
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— r = ax + ny + mz + p = 0, 
dx 

= nx + by + Iz + q = 0, 

--r = mx + ly + cz + r = 0. 

(iz 

welche zur Keslimmiing der tirei unhekannlen (Jrössen x', y , z' 
iiülliwetuJig und hinreichend sintl. Man erhält für die Abkür- 
zungen 

tt — p {P — bc) -|- q {cn — Im) r {bm — ln) , 

ß = p(cn — Im) -f- } (m* — ca) + r {al — mn), 

y =z p [bm — ln) -j- q [al — mn) r [tP — ab) , 

S = abc 2!mn — aP — bmP — ctp 

oder, wenn durch /! die Disrriniiiianle 


a , 

n, 

m. 

P 

ft , 

b, 

/ , 

1 

m , 

l. 

C I 

, r 

P f 

9. 

r , 

d 


hezeiclinel wird. 


„ dd dJ ^ dd 

2« = — . 2ß = - . 2y = 

dq 


dp dq dr 

die Werlhe der Coordinaten des Ccntrunis 




ß 

d ’ 



Man sieht leicht, dass die äijuivalcnten Ausdrücke in der Be- 


Zeichnung mit 

Iiidices sind 




dd 

"ll 

, (1,2, n,j 

= ä. 


11 

KKji 

, «22 , «23 


"ai 

, CI.,2 < "33 


2«, 

dd 


_ dd 


= 2«n 


2 “3 = 


"«II 


~~ '/" ki’ 

und dass 





CK, , CK.,, 

CKj, CK, = 

6 

die Coordinaten des Centruins 

bezeichnen. 

Für 


i 

= 0 , 



dd 

da 


31 
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werden diese Cnnrdinaten nnendlirh "ross und die Flüche besitzt 
kein im endlichen Haiime gelegenes Ontrnni.*) 

Wenn wir die Originalgleichung in der Form 

"2 + “i + «0 = 0 

schreiben, in der wir die Glieder vom zweiten und ersten Grade 
un<l die vom Grade Null unterscheiden, so ist olTenhar ä die Dis- 
criminante des Polynoms u.j. 

66- Man soll den Ort der Mittelpunkte der Sehnen 
finden, welche einer gegebenen geraden Linie 


« _ y _ f_ 

ABC 

parallel sind. 

Wenn wir den Anfangspunkt der Goordinaten nach irgend 
einem Punkte des fraglichen Ortes verlegen , so müssen die neuen 
('.oelTicienteii p. q, r die im Artikel 64 gefundene Bedingung 


pA qB -F rC = 0 

erfüllen und daher ist nach Artikel 65 die Gleichung des Ortes 


'HL 

dx 


+ ß 


(W 

(l'J 




Diese Gleichung bezeichnet eine durch den Durchschnitlspunkt 
der Ebenen 


•) Wenn tlie Hcasc'actie Determinante J und die Derivierte derselben 
nach dem Klemcnte d, d. i. d, zugleich mit Null ideutiseli sind, sp liat man 
eine Ojlinderfliiche. Wenn, wie es inüglich ist, die Ziitiler dieser liriielie 
gleichzeitig mit dem Nenner derselben verschwinden, so sind die Coordi- 
naten des Centnims unbestimmt und die Fläche besitzt niieiidlich viele 
Centrn. So dann, wenn die drei Ebenen 

dV M ^ 
dx ' dt) ’ dz 

durch dieselbe gerade Linie gehn; dann ist jeder Punkt in dieser Linie ein 
Centrum. Die Bedingung, unter welcher diess cintritt, kann in der Form 

I a , a , m , p II 

m, /, c, r II 

geschrieben worden, welche das gleichzeitige Verschwinden der vier De- 
terminanten bezeichnet, die ans den geschriebenen vier Vcrtiealreihen 
gebildet werden können. Wir kommen im folgenden Kapitel auf diesen 
Falt zurück. 
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f = 0. f = 0. 

rf.r (ly dz 

(1. h. durch das Cenlnini der Fläclic gehende Kheiie; wir heiieii- 
iien sie als die der gegeheiieii Richluiig der Sehnen con- 
jiigierte Diamelralebene der Fläche. 

Wenn irgend ein l'nnkt in dem durch den Anlängspunkl der 
Coordinaten in der gegel)enen Kichtiing gezogenen Radius vector 
die Coordinaten y , z hat, so kann die Cleichting der Itiaine- 
Iralehene in der Form 


= 0 


. dV , . dU , . dV 

^ j + V , + J -7— 

dx dy dz 

geschrieben werden. 

Die Gleicliung der Polarehene des Punktes Rx\ Ry, Rz 


Rx 


dU 

dx 


+ ly 


„ , dl! 
Rz - 
dz 


dU 

da 


= 0 


giebt aller, durch R dividiert und für unendlich wachsendes R 
die nämliche Gleichung; welches zeigt, dass die Dianietral- 
ehene die Polarehene des unendlich ent fern ten I*iin k - 
tes der gegebenen geraden Linie ist, wie wir auch niit- 
telsl geometrischer Betrachtungen hätten beweisen können. (Vgl. 
,,Aiialyt. Geom. d. Kegelschnitte“ Artikel .3.30 f.) 

In derselben Weise wird erkannt, dass das Gent rum der 
Pol der unendlich entfernten Ebene ist; denn wenn der 
Anfangspunkt das Centrum der Fläche ist, so wird (Artikel 60) 
die Gleichung seiner Polarehene 

d = 0, 


welche nach Artikel 2.ö eine unendlich enifernle Ebene reprä- 
sentiert. 

Wenn speciell die gegebene Fläche ein Kegel ist, so ITdlt die 
Ebene, welche alle einer durch den Scheitel gehenden festen Ge- 
raden parallelen Sehnen halbiert, mit der Polarebene irgend eines 
Punktes dieser Linie zusammen. Wir haben früher erkannt, dass 
allen Punkten einer solchen Geraden dieselbe Polarebene entspricht 
lind finden jetzt in Uebereinslimmimg damit, dass die Polarehene 
ihres unendlich entfernten Punktes d. i. die ihr conjiigierle Dia- 
nielralebene die nämliche ist. 

67. Die Ebene, welche die der Achse, der x parallelen Seh- 
nen halbiert , wird durch die Voraiisset/iingeii 
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B = {), C = 0 

aus der (•leichuiig des vorigen Artikels gefunden und ist also 

dU 

-- = 0 
dx 

oder 

aa- + ny + WZ + /> = 0:*) 
sie ist der Achse der y parallel, wenn 

n = 0 

ist. Diass ist aber auch die lledingung, unter welcher die der 
Achse der y ronjugierte Diametralebene der Achse der x parallel 
ist; d. h. wenn die einer gegeheiieu Richtung conju- 
gierte Diainelralebeiie eine andere Richtung enthält, 
so enthält die dieser letzteren Richtung conjugierte 
Riametralebeiie auch die erste Richtung. 

Wenn « = 0 ist , so sind ofl'enhar die Achsen der x und y 
einem l’aare von conjugierteii Durchmessern des durch die Eibene 
xy bestimmten Schnittes parallel, und man erkennt ausserdem, 
das.s die jedem dieser Durchmesser conjugierte Diametralebene den 
andern enthält; denn der Ort der Mittelpunkte aller Sehnen der 
E’läche, welche einer gegebenen tlerailcn parallel sind, schliesst 
nothwendig den Uri der Mittelpunkte aller der Sehnen dieser Art 
ein, welche in einer gegebenen Eibene enthalten sind. 

Drei Dianietralehenen heissen conjugiert, wenn 
jede von ihnen zur Durchschnittslinie der beiden an- 
dern conjugiert ist; und drei Durchmesser heissen 
conjugiert, wenn jeder von ihnen conjugiert ist der 
Eibene der beiden andern. 

Wir erhalten also ein System von drei conjugierten Durch- 
messern, wenn wir zu zwei conjugierten Durchmessern eines he- 
liehigen ebenen durch das (lentrum gefTihrten Schnittes den der 

*) Daraus folgt, dass die Kbenc 

.r — 0 

die der Achse der x parallcleu Sehnen halbiert, wenn 
n = 0, m = 0, p = 0 

ist; oder wenn die Originalgleichung keine ungerade Potenz von x ent- 
hält. Ks ist iiberdie.ss offenbar, dass diess der Pall sein muss, damit für 
beliebige bestimmte Werthe von y und : gleiche und entgegengesetzte 
Werthe für x erhalten werden. 
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Srlinitlfhene conjiigierCen riiiTlimossfir "••scllt'n. Für die gleich- 
zeilig erfüllten Voraiisselzungen 

/ = 0, »1 = 0, ;i = 0 

erhellt ans di‘in Anfang diesi>s Artikels, dass die (auirdinaleneheneii 
drei conjiigierten Diainelralehem-n parallel sind. 

Wenn wir die allgemeine Itezeieliming mit Indiees anwendeii, 
so sind für drei F.henen 

Za,' Xi = 0, Za" Xi = 0, Za"' Xi — 0 


Bedingungen 



(,• = 

1 . 

2, 3. 

4) 



^ 4 ' 

als die 

Coordinalen 

des Pols 

der 

• 1 ' + 


+ 

« 13 X 3 

+ 



•>' + 


+ 


+ 





+ 

t 

+ 

" 34^4 ~ 

"a'. 

1 ' + 

^42^'*» 

+ 

"4a“^3 

+ 

«44-^l' = 

" 4 ' 


zu erfüllen,' und nenn diese Coorilinaten den rileiciiungen der liei- 
den letzten Rhenen genügen, d. i. wenn man hat 


"11 ■ 

«12- 

«13- 

«14- 

f 

“1 

"vi - 

«22- 

«23- 

«24- 

a.; 

«31- 

«32 • 

«33- 

«34- 

"3 

«41- 

«42. 

«43- 

«44. 

“4' 


ff 

«2 , 

O3". 

«4". 

0 


= 0 


und ehenso 


«11 ' 

«12 . 

«13 • 

«11 - 

ff 

«1 

«21 - 

«22 ' 

«23 - 

«21 • 

ff 

“2 

«31 . 

«32 > 

«33 ’ 

«34 ’ 

ff 

"3 

«11 > 

«42 - 

«43 • 

«41 ■ 

ff 

«1 

fff 

“1 - 


fff 

“3 - 

fff 

«4 • 

0 


= 0 . 


so liegt jener l’ol in der Dnrchscimiltslinie dieser Rhenen. 

Die analoge Belrarhlung für die zweite und drille Rhene fügt 
den vorigen Bedingungen noch die drille 


«11- 

«12- 

«u- 

«11- 

“1 

«21- 

«22 - 

«23- 

«24- 

«2' 

«31- 

* 

«38- 

"34- 

«4' 

«41- 


«43- 

«14- 

«4' 

f 

“1 - 

«2'. 

«3'- 

«1'- 

0 


hinzu. Wenn die drei Rhenen ein ronjngiertes Sysiem hilden, d. li. 
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wenn die Durchschnillslinie von je zweien unter ihnen den Pol 
der dritten enthalten soll. 

Uenn die Flärhe ein Kegel ist, so erhellt aus dein in den 
Artikeln 62, 66 Gesagten, dass ein System von drei conjugierlen 
niirchmessern eine beliebige Ebene in drei Punkten schneidet., von 
denen jeder der Pol der Verbindungslinie der beiden andern in 
Bezug auf die entsprechende Schiiillciirvc ist. 

68. Eine Diainetralebcne wird als Ilauptebene be- 
zeichnet, wenn sie zu den Sehnen normal steht, zu 
denen sie conjugiert ist. 

Unter der Voraussetzung redangulärer Achsen und für A, B, C 
als die Hichtungscosinus der Scline haben wir im Artikel 66 die 
Gleichung der entsprechenden Itiainetralebcne 

A («a- -f- ny + mz + /i] -J- B (n.r -f- hy + Iz + y) 

-F C (m.f + ly + cz + r) = 0 

erhalten mul erkennen, dass dieselbe ziir Sehne normal ist, wenn 
(Artikel 42) die Coefricienten von jc, y, z respectivc proportional 
zu A, B, C sind, d. i. wenn die tileichungen 

All + Bn Cm = RA, 

in -F Bh + CI = RB, 

Am + Bl + Cc = RC 

bestehen. Wir können aus diesen in A, B, C linearen Gleichungen 
A, B, C eliminieren und erhalten zur Itestimmiing von R 


n — R , n , m 
‘ n , h — R, l 
I m , l , c R 


= 0 


oder in entwickelter Form 


R^ — (« -F 1» "F + R — «*) „ 

— {nhc -F 2/«i« — nP — ImP — cnP) = 0. 


Die successive Einführung der drei durch diese Gleichung 
bestimmten Werthe von R in die vorigen nediiigiingsgieichungen 
erlaubt uns die Bestimmung iler entsprechenden Werthe von 
A, B, C. 

Eine quadratische Fläche hat daher im Allgemei- 
nen drei Hauptdiametralebenen; die drei zu ihnen nur- 

Siklinon, Anat. Geom. d. naumr's. 0 
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II) a I e n ü II r c li in e s s e r « p r «1 0 n il i <> A r li s <• n d e r K I ä c h e gp- 
iiaiiiil.’^) 

fieisiricl. Man soll die llaii|ilelieiicii von 

+ ••y' "l" — *^7/ — *//• *’ 

bestimmen. 

Die cubiscbc Gleichung für R ist 

— 18A'^ + '.HtW — 10» = n, 

von (len Wurzeln 

• 3, 0, >1. 

Daher sind die drei Glpichiingcn 

A — i B = RA. — lA + RR. ~-iB + :>C= RC. 


Die Snhstiliilion 
in diesclhen liefert 


Ä = 3 

■>A== B=C 


und man erhält durch Multiplic;ition mit g und diii'eh Suhslitulioii von 3- 
für Ag. etc. für dh' eine der Ach.seu die Gleichungen 
•2x =: y = z. 

Die durch den Goordinalcnanfangs|niiikt, der hier mit dem Gentruiu 
ziisammeuralll, gehende iNoriualehcnc zu dieser Geraden ist also 

X + Jy + 2t =0. 

In gleicher Art werden die heiden andern Ilaiiptchenen gefiinden, 
als von den Gleichungen 

2.r — 2 , 1 / + r = 0, 2.r + y — 2t = 0.**) 


*) In dem folgendem Kapitel werden tvir die zur Hestimmung dersel- 
ben gewonnene Gleichung genauer discuticren, hier ist auf die „Vor- 
lesungen“ zu venveisen. 

*•) Wenn ti die (Jlieder vom höelislen Grade in der Gleichung hc- 
zeiehnet, und F die Function 

{br — P) . 1 * -J- (crt — m*) -j- {ab — n*) :• 

• +2 {rf — al) yz -|- 2 (/Vf — bm) :x 2 (de — cn) .vy 

ausdriiekt, so ist die Gleichung der drei Hauptebenen für das Centrum als 
Anfangspunkt der Coordinaten durch die Determinante 



.'/ . 


dV 

dV 

dU 

d.v ’ 


dz 

df 

dr 

dr 

rf.l. ’ 

du ’ 

dz ! 


aUKgedriiekt. (\ ergl. „Vorlesungen“, Artikel 140.) 
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69. I*!«* von einer KInche zweilen (irades iiiil pa- 
rallelen Khenen hestiniinlen llurr.lischnillsliiiicn sind 
einander ähntirli. 

Da jede Kbenc zur Ebene der .cy gewählt werden kann, so 
genügt für den Beweis die Betraehtnng der dnrrli diese gebilde- 
len Scbniltrurve, deren (Jleirliung durcb die Snhstitulion 

1 = 0 

aus der (ileichung der Eliirbe abgeleitet wird. Der durch eine 
zu ihr j)arallele Ebene erzeugte Si'linitt wird erhalten , indem man 
die Gleichung zu parallelen Achsen durch einen neuen Anfangs- 
punkt der l'oordinateii transformiert und sodann r = 0 setzt. Und 
da bei einer solchen Transrorination die Guefticieiiten der höch- 
sten Dolen/eu ungeänderl bleiben . so erhalten wir in jedem Falle 
dieselben GoefTicienteii für .vy und y* und die Giirven sind 
somit einander ähnlich. 

Wenn wir die Ebenen yz mul z.c beibebalten und die Ebene 
xy parallel mit sich selbst verlegen, so wird der Diircbschnitt 
dieser Ebene mit der Fläche durch die Snbsliliition 

in die Gl(dcbimg der Fläche au.sgedrnckt, weil oil'eidiar dasselbe 
.Hesultal entspringt, wenn wir c + c für : und dann r = 0 eiii- 
setzen, als wenn wir z — c sogleich subsliluiereti. 

Was aus geometrischen Gründen olTeiibar ist, ilass der Ort 
der Gentra der parallelen Schnitte der zur Stellung 
ihrer Ebenen coiij ngier t e D n rc b messer der Fläche ist. 
lässt sieb ebenlälls leicht algebraisch nacbwei.seii. 

70. Wenn q, «” die, Wni'zelu der ipiadralisciien (Gleichung 
des Artikel ,76 bezeichnen, so ist ihr l*rudiict p'p" gleich dem 
durch den (’.oellicienten \on q- dividierten d. Transformieren wir 
nun die Gleicliung zu parallelen .Vebsen, um einen mit dem er- 
sten parallelen Itadins verlor zu betrachten, so bleibt der Goef- 
ficient von (>’ unverändeil und das l'roduct der beiden Werthe 
der Radius vectoren ist <lem neuen d proportional. 

Wenn also durch die gegebenen Dnnkte B be- 
liebige parallele Sehnen gezogen werden, welche mit 
der Fläche die Dünkte B, Ä'; S, .S' respective bestim- 
men, so sind die Droducte RA . AB', .SB . BS' zu einan- 
der in einem constanten Verhältniss, nämlich im Ver- 
hältiiiss If : V", wenn wir durch / ' und V" die Resul- 

6 * 
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tale der Sulistilution der Coordinatcn von A und B in 
die )• 1 e i c h II n g der Flüche b e z e i c li ii e n. 

71. ^Vir scliliesseii diess Kapilel mit drin iNaihweis, wie die. 
iiii Vorlicrgclieiideii aiiü der Disciissioii von geraden Linien aus 
dem AnbuigS|iunkl der Lourdinaleii erlialteiieii Sülze durcli ein 
allgemeineres Vci'i'aliren erlialteii ncrdeii können, welches dem in 
der „Analylischen fieomelrie der Kegelschnille“ Artikel 107 ange- 
wendelen analog ist. Wir bedienen uns dabei der grösseren Sym- 
metrie wegen boniogeiier (lleicbungeii mit vier Veründerlicben. 

Man soll dicl'niikte bestimmen, in denen eine ge- 
gebene Flüche z w ei teil G r a il es durch die gerade Ver- 
bindungslinie der I’nnkte (.c'. «•'), [x", y", z”, w") 

gesell II il len wird. 

Wir belracbtmi als unbekannte Grösse das Verbültniss / : m, 
nach welchem die bezeiebnete \ erbindiingslinie in den Punkten 
gelbeill wird, in denen sie die Flüche schneidet, so dass die Co- 
ordinaten dieses Punktes (Artikel 8) zu 

mx' -|- Ix", my -f- ly", mz -}- Iz' , miv -f- lir" 

respcclive proportional sind; und wir erholten durch Substitution 
dieser \Vertbe in die Gleichung der Flüche zur Bestimmung von 
/ ; m eine rpiadratiscbe Gleichung 

mH’’ -F ImP -f- PU" = 0. 

In ihr werden die ('.oelTicienlen von P und wie es (bircli 
die Bezeichnung angedenlet ist , leicht als die Besiiltate der Siih- 
stilution der Goordinaten .r", y", z". v" und x', y, z', v' in die 
Gleichung der Flüche erkannt; wührend der Coeflicient von Im 
durch Taylor's Theorem oder in anderer Weise unter den F’ormen 


, dV" 

+ '/' 

dU" 


, dU" 


dV" 

^ dx" 

df 

+ 

.77- 

+ 

dw" ’ 

.. dU' 


dV 

+ 

., dU' 


dV 

' d.x 



' d7 


IhP 

wird. 

Wenn 

IlKUI 

ans 

dieser 

(|uadratischeii Gleichung 


die Werthe von l : m bestimmt, welche ihr genügen, so liefert 
ihre Siihstitiition in die Airsdriicke 

w.c' -f my -I- ly " ^ 

l m ’ l m ’ 
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die Coordinaleii der Punkte, in denen die gegebene gerade Linie 
die Fläche durchsclineidet. 

72. Wenn der Punkt (.r'. t/, z, w] der Fläche seihst ange- 
härt , so ist 

U' = Q 

und eine der VVurzeln der helrachteten (|iiadralischen Gleichung ist 

/ = 0 ; 

sie entspricht dem Punkte [.v, y, z, w) , wie natürlich. Die ße- 
dingung, unter welcher auch die zweite Wurzel den Werth / = 0 
hat, ist 

■ P = 0. 


Wenn also die Verhind tiiigslinie der Punkte 
[x, XJ, z, xx'), [x\ y", z", xx>") 

die Fläche iin ersteren Punkte l)erühren soll, so müssen 
die Coordinateu des letzteren Punktes die Gleichung 

ilU’ , dV , JV' dU’ 

^ , / + .'/ ~ry + I -TT + XX' = (» 

dx dy dz dxx- 

erfüllen; und da {x’\ y" , z", xv") jeden, Punkt in jeder durch 
{x’,xj\z', xv’) gehenden Tangente bezeichnen kann, so folgt, dass 
jede soh.he Ta ngenle in ilcr durch die eben geschrie- 
bene Gleichung repräseiil iertcn Ebene liegt. 

73. Wenn <ler Punkt (x', xJ , z, xx') nicht in der (therlläche 
liegt und die ßelation 

/’ = 0 


durch die Coordinateu erfüllt ist, so nimmt die quadratische Gleich- 
ung des Artikel 71 die Form 

xn^V' -I- PU“ 0 

au und liefert daher für 1 : m numerisch gleiche Werlhe mit ent- 
gegengesetzten Vorzeichen. Die N’erhindungslinie der gegebenen 
Punkte wird also durch die Fläche äusserlich und innerlich in dem- 
selben Verhältniss, d. h. sie wird harnioni.sch getheilt; jene Punkte 
heissen dann harmonische Pole der Fläche. Somit ist der 
Uri der h a r in o n i s c h e n T h e i I p u ti k t e der durch (x\ xj, z', w) 
gehenden Radien verloren der Flä.che die Polarebene 


X 


xur 

dx' 


+ .«/ 


dV 


+ 




0 . 


74. Wenn allgemein die gerade Verliiiidungslinie der beiden 
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Punkte die Flärhe iierühren soll, so muss die ijuadralis4-he llleirh- 
iing des Artikel 71 gleiche Wurzeln liaheii, und die Coordinaleii 
der beiden Punkte müssen somit durch die Itelalion 


4 V’ U" = I>'‘ 

verhimden sein. Wenn der Punkt (ar', y', z, tv) als fest gedacht 
wird, so ist diese Helation erfüllt, sohahl der Punkt in einer der 
■rangeuteii gelegen ist, welche von ihm aus an die Oherfläche 
gezogen werden können. Per durch alle diese Tangenten 
erzeugte Kegel hat in Folge dessen die Gleichuug 

4 UV = P‘, 


dV , dV , dV' . dU' 

/’ = a- -p, + y 77“ - 

d.v dy dz du- 

ist. 

Beispiel 1. Mau soll die lüeiclmiig des dem Punkt [x , y , z) ent- 
sprechenden Tiingentenkcgels der Fhtche 

1/^ 


• I’ + ' 


linden. 


.Sie ist 




Kinc vereinfachte Form ciilsprichl dem speciellen Falle 
a:' = « , y ^ b, z = c. 

Beispiel 2. Wclehcs ist die fileichung des itenHiningscylinders 
einer FUclje zweiten Grades für gegcliene Richtung seiner Erzeugenden ? 
Beispiel 3. Die Ebenen der Uerühningsciirven der von den P inkteii 


der Fh^che 

;i'^ 

+ 

h' 

^ <•» k 

an die Fläche 



•} 

y* 

z‘ 


a* 

+ 


+ 

11 


gehenden Berührungskegcl haben vom Genlnim der FiSchen den gemein- 
schaftlichen Ahstand k'K 

Beispiel 1. Die Flätilic 

(ö.T Inj cz — 1}'^ -|- 'llyz -j- '2mzx -p ’iiixy = 0 


Digitized by Google 



S7 


ItPi’ülirt die Coordinalcii.icliscn, und die GIcicliiinf; des niis dem Anfangs- 
punkt über dem Schnitt der Berührungsehcne hcsclirichenen Kegels ist 
lyz -I- + nxy = 0. 

75. Man soll die Bedingung ausdrückeii, unter wel- 
cher die Ebene 

ox ßy yz d«) := 0 

die durch ilie allgemeine (Gleichung zweiten Grades 
gegebene Fläche berührt. 

Wenn x, y, z, w die Coordinalen des Berührungspunktes be- 
zeichnen und il ein unbestimmter Factor ist, so gelten nach Ar- 
tikel 58 die Gleichungen 

).« — (IX -j- )iy -f- mz -F pic, 

).ß =z HX -F hy -F fr -F 

Ay = itix -F ly -F Ci -F rw. 

Ad = px -F '/;/ -F es -F <l>'\ 

und wir können zwischen ihnen und der Gleichung der Ebene 
ctx ßy + yz dir — 0 

die Veränderlichen x, y, z, w eliminieren. Die Aullösung der- 
selben für X, y, z, w gicht (vgl. „Vorlesungen" Artikel 16, 2A) 





(lA 



k 

dA 

ß + 



. . tlA 

d. 

T 

X — 


da 

c< 


du 

1 

dm 

y 

+ ’ dp 

/i 



dA 




dA 

ß + 

, dA 


, <1^ 

d. 

A 

y = 

i 

dn 

u 

+ 


dl> 

dl 

7 

+ h 1 

dl/ 

A 


i 

dA 




dA 

ß + 

dA 



d. 

A 

z 

dm 

a 

+ 

1 

•2 

dl 

de 

7 

+ dT 

A 



dA 


+ 


dA 

ß -F 



dA 

d. 

r 

?/• ==: 

•2 

dp 

Ci 

1 

•2 

df/ 

1 

'■* dr 

7 



wenn wir durch wie früher die Discrimiuante bezeichnen. Die 
Substitution dieser VVerthe in die Gleichung 

«X -F + yi + dw — - O 

liefert dann die geforderte Belation in der Form 



ß^ 

dA 

dh 

+ 

•» 

/* 

d 1 

dr 

+ 

d» 

dA 

dif 

+ 

ß7 

dA 

di' 

-F ya 

dA 

dm 

+ 

aß 

dA 

dn 

+ 

r(() 

dA 

dp 

+ 

ßd 

dA 

drj 

+ 

yd 

dA 

Hr 

= ( 1 . 
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Mail kann sie aiieb in der Form 


a , 

ft » 

m. 

P. “ 

n, b. 

l , 

?. ß 

w, 1 . 

c , 

r. Y 

P- 

y- 

r , 

d. 6 

«, ß. 


d, 0 


schreiben. 

70. Die Bedingung, unter Melcher die Fläche vuii 
einer durch 

aa- ßy + + dwi = 0. ux + ß'i/ -)- y'z + i'w — 0 

gegebenen Geraden berührt Mird, küniien wir erhalten, 
indem »ir zwei iler Veränderlichen ZMischen den Gleichungen der 
Linie und der Gleichung der Fläche elitninieren iiiid die Bedin- 
gung bilden, für welche die resultierende (|iiadralisclie Gleichung 
gleiche Wurzeln hat. Das Besultat enthält die Coeflicienten der 
(|uadralischen Gleichung im zweiten Grade und ist zugleich eine 
quadratische Function der Determinanten (aß' — a'ß], (a/ — o'y), 
etc., M eiche wir abkürzond <hirch (aß'], (ay), etc. vertreten m ollen. 
Das Besultal ist dann 

£ (ab — «*) (yd')* + 2£ (mit — a Ij ißd'] (yd”) 

-f 22’wr {(niT) lyß^) — (ay) {ßS')} , 

WO die Summen sich auf alle durch syinnielrischc Vertauschung 
der Buchstaben entstehenden Glieder derselben Form beziehen. 
Man kann diese Bedingung auch in der Form 


a , n, m , 

, P. », «t 

n , b. 1 , 

y. ß. ß' 

m, 7 , c , 

r . y, y' 

p> ’• . 

il , (5 , d” 

“ . ß’ ? • 

d. 0. 0 

a, ß', y. 

d' 0, 0 


schreiben. 

Die AiiMeiidung der (’.oordinatenhezeichnung a:,, .r^, x.^, x, 
lässt die Gleichungen einer Geraden durch 

£oiXi — 0, Xa'xi = (I (i = 1 , 2, 3, 4) 

und die Bedingung ihrer Berührung mit <ler durch die allgemeine 
Gleichung re|)räsentierleu Fläche zweiten Grades durch 
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«11 , 

«12, 

«13- 

«14- 

“i- 





Oj,. 

«22 • 

«23. 

«24 - 

«2, 

«2 




«31- 


«33 • 

«34 - 

«3 - 

« 3 ' 

/ 1 

= w = 

0 


«41- 

«42. 

«43- 

«41- 

« 4 - 

“4 




“l - 

«2 . 

«3 - 

“l - 

0 . 

0 





a.; , 

«a' . 

<- 

0 . 

0 



darstellen; die Coordinaten 

des 

Berührungspunktes 

sind 


(UV 



dir 



_ dir 

dir 




rf«,2’ 


X'g = 




für 


ist suiiiit der Berübrungspunkl in uiiciullirlier Ferne, sobald iiiun 
die homogenen Coordinaten als Verbältnisscoordinalen auffasst. 
(Artikel 34-) 

Wenn in iler Bedingung des lel/len Artikels die Substitutionen 
o + Ao” für a, etc. 


vollzogen und dann die Bedingung gebildet wird, unter welcher 
die dadurch entspringende Gleichung in A gleiche Wurzeln hat, 
so ist das Resultat identisch mit dem Producte der Discriminante 
in die Bedingung dieses Artikels, nenn <lie zwei Ebenen, welche 
durch eine gegebene Linie geben und eine quadratische Fläche 
berühren , fallen znsanimen , ebensowohl wenn jene Linie eine 
Tangente der P'läcbe ist, als wenn die Fläche einen Doppelpunkt 
besitzt. 

Beispiel. Wenn eine Fläclie zweiten tirades drei in einer Ecke zu- 
sanimenstosscnde Kauten eines Tetraeders in ihren Mittelpunkten berührt 
und die Mittelpunkte der drei andern Kanten cnth.’tlt, so tangiert sie auch 
diese Letzteren und der Schwerpunkt de.s Tetraeders ist ihr Centrum 

Denn für 2«. ‘ih, 2c als die Kanlenkängen und unter der Voraus- 
setzung, dass sie .als Koordinatenachsen gewathlt sind, findet die Berührung 
in ilireu Millen iinil das Hindiirrligelien dnrrh die Millen der anderen 
statt, wenn die Form 

Y + 72 7” + — + I — — 7” + 1 

(r 0 * c* he ra ab a b c 


die Flüclio darslellt. Ihr Oiiliuin ist dei Durrhschiiitt der Khenen 



ac 



•> 

H 


0 . 
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2.'/ 

//' 

+ 

X 

ab 

+ 

bc 

~ i> 

= 0 , 

■iz 

+ 

jß 

bc 

+ 

X 

ac 

•> 

c 

= 0 


miil rialier 11 *^ I’mikt 




Die Verlegung iles Anfangspunktes nach diesem l)ci parallelen Ach 
sen giehl 






1 

•» 


Die fileichung des Ellijisuids , welches die vier Flachen des Tetraeders in 
ihren Schwerpunkten herührt unil mit dem vorigen concentrisch ist, un- 
terscheidet sich hiervon nur durch einen andern Werth der rechten Seile. 

Endlich ist die dem Tetraeder nmschriehene Flache zweiten Grades, 
deren Tangentenehenen in den Ecken den Gegenfläclieii parallel sind, iler 
gegebenen concentrisch und hat eine sehr ähnliche Gleichung. 
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V. Kapitel. 

Classification der Flächen zweiten Grades. 


77- Ks ist die Aul'giibe dieses Kapitels, die allge- 
meine Gleichung zweiten Grades auf die einfachste 
Korm zu reducieren, deren sie fähig ist, und die ver- 
schiedenen Flächen zu unterscheiden, welche sie dar- 
stellen kann. 

Wir heginnen die Uutersuclnuig unter der Voraussetzung, 
dass die im Artikel 65 durch d bczeiclinete Grösse 

alte 2l»»i — of*’ — — cn* 


nicht gleich Null sei. 

Indem wir die Gleichung zu parallelen .Achsen durch 
das Centruni transformieren, verschwinden die Coefficienteii 
p, q, r und dieselbe erhält die Form 

ax^ biß -J- iß -f- -f- 2wz.r -f- 2-«.ry -j- d' = 0, 


wenn wir durch d' das Resultat der Substitution der Coordinaten 
<les Centruins in die Gleichung der Fläche bezeichnen. Indem 
man erinnert, dass 


‘i V = .(• 


dU' , dV' 
d^' + •" iVy' 


, . dV' , , dU’ 

' dz' + "■ ihP = " 


i.sl und dass die Ijoordinateii des Ceutrums die ersten drei der 
letzteren Glieder verschwinden machen, berechnet mau leicht, dass 




pa -i- qß_ß 
■ d 



ist, wo wie vorher z/ die Itiscriininanle der Gleichung bezeichnet. 

7S- Nachdem man durch Transformation zu parallelen Achsen 
die Coordinaten von x, y, z auf Null rcduciert hat, kann man 
durch eine Richtungsänderiing der .Achsen unter Bei- 
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I)vlialliiiig des Cetil rums als A iil'a iiks|>ii ii k I auch di** 
Coerficieiilen von yz, z.v, xy zum W*rsrli winden It rin- 
gen und so die Gleirlnuig aut' die Form 

,/.r2 -f B;r + Cz'^ = /'*) 

reduciereii. 

Es kann narli Artikel 15 l•‘i('lll narligewi(‘seii werden, dass znui 
^'(dlzng dii'ser nediirlioii filier eine liinreirlieiide Anzalil von (’.uii- 
slanteii verfugt werden kann; wir ziehen es aber vor, nach Analogie 
enls|irerheniler Eiilwirklniigen in der „Analytischen Geomclrie der 
Kegcischnilte“, zu zeigen, dass gew isse Functionen der Goef- 
fici eil teil heim (Je her gang von einem rcctangniärcn 
Achsciisy stein zu einem andern unverändert h leiben 
und dass die neuen Coefficienten A, B, C mittelst der- 
selben diisge druckt werden können. 

Wenn w ir voraussetzeii , dass die allgemeinste Transfonnation, 
welche von der Form 


X = kx + fiy Ar y = k'x + fi'y + vz, 

A " ’ I ** I 

^ + i“ y + ^ 


ist, die Function 


ax' + l>!/^ + cz‘ -|- 2lyz -F 2mzx + 'Inxy 
in 

ax^ -F b’iß -F cz'^ -F 2lyz -F 2m zx Ar 2n'xy 
überführt, was wir durch 

V — V 

ausdrürketi wollen, so haben wir unter der \oraiissetzuiig, «lass 
beide Systeme rectaiigiilär sind, 

•f* + -F r* = x^ -F y* -F 

welches durch 

s = s 


dargestellt werden mag. 


*) Der Werth von B ist übrigens 
— A 

8 ■ 

Iin Folgenden ist/t als positiv vorausgesetzt. Fiir/)=(l reprSsentiert 
die Gleiuhuug einen Kegel (Artikel 03) und für negative Werthe haben wir 
nur die Vorzeielicu in der Gleichung sämmtlich zn wechseln. 
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Für eine beliel)ige Coiistanlc Ä ist in Folge dessen 
U + BS z= U + BS. 

und wenn die linke Seite dieser Ideiililat in Factoren zerlegbar 
ist, so muss es auch die reebte Seite sein, d. li. die Disrriininan' 
len beider Polynome 

U + BS, U + BS 

müssen für den nämlirben Wertli der Constanten B versebwirulen. 
Nun ist die Discriminate von {U -f- BS) 

B'* — Ä* (« + ft + c) + B {ab bc ca — — «'■*} 

— • [abc + Umn — a/* — ft»i* — cn'), 
und die Vergleicbiiiig der Coeffieienten der verscbietleneii Potenzen 
von B in diesem und dem Ausdruck der andern Discriminante 
liefert für den Uebergang von einem System rectangii- 
lärer Achsen zu einem andern die Bedingungen 
a b c ~ a' + b' c . 

bc -\-ca-\- ab — P — — n‘— b'c + ca + ab’ — l"' — m’* — n'*, 

«6c -j- ’bjimn — aP — bnP — ciP = n ft c*-{- 21 »i'n ' — «7 — h'm ^ — r'ii^*). 

79. Biese drei B le ir li ungen gestalten sogleich die 
Bestimmung derjenigen Transformation, für welche 
die Foefficieiiten I, in, n verschwinden, denn sie be- 
stimmen di'e r.oeffi cienten der ciibisrhen Gleichung, 
welche die neuen Werlbe «, />. c zu ihren Wurzeln 
hat. üieselhe ist dahei' 

— (« + ft + c) .P -j- (bc -f- ca +• ab — /■* — iir — «-) .i 

— (abc 2linn — aP — ftw'^ — crP)r= 0**) 
oder in anderer Ausdrucksforiii 

(A — «) (A — ft) [A — c) — P (A — a) — nP (A — ft) 

— ip (A — c) — 2 finn = 0. 


•) Die HiliUiiig der entsprechrndeii (Jleicliimgeii für schief» inklige 
Coordinatcnsysteine liat keine .Sclnvierigkeit. Nach Artikel IS mihstitiiie- 
ren wir dann für S 

y* eus l — 'Jz.r CO« fl — 2.ry cos », 

und indem wir genau so wie im Texte verfahren, erhalten wir eine in II 
cubische Gleichung, deren Coeffieienten durch die Trauafoimation ihr 
gegenseitiges Verhältnis» nicht ände n. 

••) Es ist dieselbe cubische Gleichung, die wir im Artikel 08 erhalten 
haben, wie man sieht. 
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Caiicliy hat rnlgeixlermasseii liewieüeii, ilass die sämmüichen 
Wurzeln dieser ('ileiehting reell sind. Sie sei in der Form 
I — ii) J(,l — h) (./ — (•) — wi* (./ — h) 

«'■'(./ — (■•) — 2I11111 = 0 

geselirielien und «, ß sollen die Wei'llie von ./ bezeielmeii , Ifir 
welelie 

(.1 — /)} (J — c) — /' = 0 

wird ; dann ist die grössere dieser Wurzeln a notliwendig grösser 
und die kleinere ß notliwendig kleiner als jeder der Werllie ö 
und c.*) Dureli die Suhstitulion 

.1 = n 

reduei< rt sieh dann die gegebene rnbiselie (jleicbuug auf 
— I (o( — b) m‘ + 2 ltnn -j- (nt — c) . 

in welcher Form die innerlialb der Klammern stehende Hrösse 
ein vollständiges Quadrat ist, weil man bat 
(a — b) (a — c) r= r - ; 

d. Ii. das Resultat dieser Substitution ist wesentlich negativ. Für 
die Substitution 

./ = /J 

erhält man hingegen den Werth , 

(b — ß) — 2/w« -|- (c — ß] , 

ein vollständiges Quadrat und somit weseiitlirh positiv. Ila somit 
die Substitutionen 

.4 — 00 , A — u, .1 — ß, .1 — — oc 

abwechselnd positive und negative Resultate liefern, 
so hat die Gleichung drei reelle Wurzeln, welche zwi- 
schen den durch jene Substitutionen bczeichneteii 
Grenzen liegen. Dieselben siiiil die Coerficieiiten von a:'-*, 1 /'^, i- 
in der transformierten Gleichung, es ist aber willkürlich, welche 

*) Man erkennt dinss entweder durch wirktiche Auflösung oder durch 
die sncccssiven Suhstitiitioucii 

A = 00, A~b, .l — r, A=i — 00 , 
ats welche die Ttesnltate 

+ . — . — > + 

geben, zum Beweis, dass die eine der Wurzeln grösser als h und die an- 
dere kleiner als r ist. 
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von ihnen wir als den Cueriicienlcn von x* oder ncliinen , weil 
wir jede der Achsen als Achse der x hezeichneji können. 

Den Beweis eines allgeiiieineren Salzes, von wcichein dieser als 
ein specieller Fall erscheint, liiidel inan in den „Vorlesungen“ XV. 


Beispiel. Wir niaclicii von diesen GrundsiUzeii Gebrauch für den 
llewei.s der IdeutitSt der durch die Gleichungen 

{ X + (c,«,) y + : }•* + {(*,<■,) x + (c,a,) y + (/r,A,) : J * 

+ {(*!'■,) X + (c,u,) y + («,*,) = A*, 

{ (*»c,) .r + (A,r,) y + (//, c,) : }* + { (c, «j) x + (c,«,) y -f (c, «,) : J * 

+ { X + (" 3 * 1 ) .'/ + ("iM = A'*i 

— WO (h.^Cj), elf. die llelerminanten — b^c.,), eic. hedeulen — 
d a r g e s t e I U e 11 Flächen zweiten Grades. 

Die Flächen 


AjX + ß,^ + f’:» -f. + >;M:x + i.Vxy = A*, 

,4,x* + ß,y» + r,:» -I- ‘2L,yz + 2 .W,:x + 2 \,xy = A» 


sind idenliscli, wenn die Gleichungen 


, .4-ß, .V , M 

.-t.-A, 

-V, . 

.)/, 

.V , ß — ll. l. , (1, 

•V, , 

ß, - u, 

Al 

1 M , /, , r— /f, 

.)/, . 

A, , 

f, — A 


= 0 


in ihren enlsprechenden Goefficienten iihcreinsliinincn ; denn diess hal die 
Gleichheit ihrer Wurzeln zur Folge. 

Nun ist aber für 


I "1 1 l'i 1 <'i 

/) C=3 rtj , , f'j 

1 *3. I 

nach den Grundsätzen der Determinanlentheuric 


für 


IP = 


“ 1 . ßn Vi 
“■*. ßtl y» ; 
«3, ßi, Y3 I 


a, 


r//> g _ _ r//> 

<7«, i/h, (Ir, 


Da im vorliegenden Falle die Werlhc der A , B . . . 

die folgenden sind 

.4 = o,» + -f y,», L = a,a, + + y,y,, 

ß — o,» + |},* + y,», .1/ = a,«, + -I- y,y, , 

“ 3 * + ßi + J’3*. N'= a,“j + + y./j. 


rl, = Of|’ -j- o,» + o,», 

f».’+ (»3‘. 

f-'i —Y,*+ rt’+ rs*. 
SU hat man zuerst 


A| = y I + ft y, + ft y3 1 

■Wi = yi«, + yjttj + y,«,, 
.V, == a,ß, CTjft + er, ft, 
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A-\-R + C=A, + li, + C.„ 
und ebenso nnmiUelbar 


1 A, 

A. 

M, 1 

1 ^1 . 

A.. 

.»/„ 

! .V, 

/l, 

/>, i 

i = ' A, . 


Ai , 

1 

/v, 

c , 





= /(*; 


die erste und letzte der Kelationcn des Artikel 78. Ebenso ist aber audi, 
enlsprecbeiid der zweiten 

(AH — A») + (AC - M') + (BO — JA) 


= (d,Ä, - A',») + (.//;, - .»/,») + 5,C, - /.,•): 


denn es ist 

I A, A I _ 

I A-, R I 

wegen 

und man bat ebenso J 
und anderseits 


“i. ßi 


+ 


= />• (e,» + e,* + c,*), 


«I. ßi 


= l) 


(PB 


da^ dh^ 


“i. ßi 
J)Cf, etc.; 


A, 

M, 

lU 

c 

= O» (Ä,* 

+ V + G*), 

Hf 

I; 

J, 

B 

=- w« («1* 

+ «.* + 

»,*)i 

A,, 

A, 

Jif 

11 

+ v + 

C,’), 

.-V,, 


= />’ («, 

' + V + 

C.‘), 



= />» («, 

+ + 

c,*). 


SO- IHe FlärlitMi zweiten (irades werden nach den 
Vorzeiclien der Wurzeln der vo r hes proc h e n e n cii bi- 
schen Gleiclinng classiricierl. 

I. Wenn alle ihre Wurzeln positiv sind, so kann die 
GIcicliung in die Korin 

,A.t^ + Uff -f Cz'^ I) 

gebracht »erden. Die Fläche besliuunl ilaiiu in jeder der drei 
Achsen reelle Abschnitte und »enu man dieselben durch a, b. c 
respective bezeichnet, so kann die Gleichung in der Form 

■> + I? * 

«■ Ir r- 


geschrieben werden. Da es »illkürlich ist, »eiche der Achsen 
zur Achse der x gewählt »ird, so wollen wir voraussetzen, dass 
der Abschnitt n, weicber der Achse der x angehört, der längste 
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und dnr Alisciiiiitl c, wdclier der Aclist* dor i aiigeliört, der kür- 
zeste sei. 

Durch Transroruiatiun zu Dularcoordinaten wird die Gleicliung 
1 cos '•'« ^ cos "‘ß ^ cos ’^y 




und kann also, wegen 

cos '^a -|- cos ^ß cos = 1 
in jede der Formen 


1 

9 

1 

9 


■i 


2 





geschriel)en werden, aus welclien sogleich erhellt, dass o der 
grösste und c der kleinste Werth des Radius vectors ist. Die 
Fläche ist dcninach in jeder Richtung begrenzt und 
wird als ein E 1 1 i |i s o i d h e z c i c h n c t. 

Jeder ebene Querschnitt derselhen ist eine Ellipse. Der einer 
Ebene 

z = R 


entsprechende Schnitt ist 



und für alle 



R > c 


existiert daher kein reeller Schnitt mehr, oder die Fläche liegt 
ganz zwischen den Ebenen 

z = -f- c. 


Aehnliches gilt für die anderen Achsen. 

Wenn zwei der Cocflicienlen z. R. « und b einander gleich 
sind, so sind alle Schnitte durch Ebenen, die der xy Ebene pa- 
rallel sind, Kreise; die Fläche ist eine Uindrehungsfläche, 
erzeugt durch llnidrehung einer Ellipse um ihre grosse 
oder um ihre kleine Achse, je nachdem die gleichen 
Coefficienten die beiden grösseren oder die beiden 
kleineren sind. 

Man bezeichnet diese Flächen als das verlängerte und 
das abgeplattete Ellipsoid. 

Salmoii, Annl. Geom. <1. Tiauincs. 7 
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\V<‘iiii itllf drei (lod'liciciiU'ii eiiiaiKlrj- gleich sind, ist die dar- 
gcslcllle I'lfiche eine Kugel. 

81. II. Sei eine der drei Wurzeln der ruhisrlieii 
(ileiclinng negativ. 

|lie llleiclnin<' kann dann in der Foriii 


— 1 

„I ^ /.z 


.■i 


h-i 
a y> h 

gesrlirielieii werden und man sielil, dass die Achse der z die 
l-'läclie nicht in reellen l’nnklen sdineid(‘t. Die l'olargleichung 


+ 


cos ‘^ß 


zeigt, dass der Itadins vecUii' die Fläche schneidet oder nicht 
schneidet , je nachdem die reclih“ Seite der tileichnng jiositiv oder 
negativ ist; nnd dass l'erner ITir die Voranssetznng , dass sie gleich 
Nnll oder dass y = oo sei, ein System von Hadien veclomi er- 
halten wird, welches die llnrclimesser, die die l''läche schneiden, 
von denen trennt, die sie nicht schneiden, ltnrch llnckgang zu 
den rechtwinkligen C.oordinaten wird dii; lileichnng des Asymp- 
toten kege Is 

, u‘ z‘ 

— + y., — -j = 0- 

a‘ b' . r* 

Ilie ehenen Schnitte der Fläche, welche der Kheiie der xy 

parallel sind, sind elliptiseli, diejenigen, welche den heiden andern 
llanpteheiien parallel sinil, hyperholisch. Da die (ileichimg des 
elliptischen Schnittes ITir die Fhene 

I = I{ 

durch 


+ 


//’ 


1 + 




gpgehen ist, so entspricht jedem Wertlie von R ein reeller lliirch- 
sclinitl nnd die Fläche ist daher ohne U nt erhrcc h n n g. 
•Man neiiill sie ein ein l'ac lies llyperholoid oder llype.r- 
holoid mit einer M a n t el II ach e. 

Für (t = h erhält matt eine F md r eh n n gsfläc.he dcr- 
selhen .Art. 

S‘i- III. Wenn zwei \Vurzeln der cnhischen Glei- 
chung negativ sind, so kann die Gleichung in der F'orm 
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1 


— *jy 


«■ c* — 

f,'ftscliiicb«’ii werden. 

Hie der Ebene yz parallelen (Inersclinille siinl Ellipsen, l'fir 
X — I{ 
y‘ 

die ScbniUe, welebe den beiden andern llanjilebeneii parallel "e- 
fnbrl werden, sind Hyperbeln. Jen(‘ Ellipse ist niebl reell, so 
lange die Conslaiite R 7.^^iseben den Grenzen « <md — n liegt ; 
jede Ebene 

X = R , 

für Welche R aiisserbalb jein'r Grenzen liegt, sebneidel aber die 
Fläche in einer reellen Curvc, d. i. kein Tbeil der Fläeln^ liegt 
zwischen den Ebenen 

ar= + n, x = — a. 


die Fläche bestellt aus zwei getrennten T hei len, wel- 
che ausserhalb dieser begrenzenden Ebenen liegen. 
Man nennt sie das zweiTaebe Hyperboloid oder das Hy- 
perboloid mit zwei Manleiriäclien. Für h — c. hat man 
die Mmdrcbnngsriäcbe derselben Art. 

Pie Anschauung der IJmdrebungsIl.äcben bietet eine sehr ein- 
läclie Unterscheidung zwischen beiden Arten von Hyperboloiden 
dar; denn wenn eine Hyperbel um ihre transversale Achse ge- 
dreht wird, so besteht die erzeugte Fläche notbw endig aus zwei 
getrennten Tbeileii , sie ist aber ein einfaches Hyperboloid , wenn 
die conjugierte Achse zur Preliungsaclise gewählt ward. 

IV. Unter der Vorans.selzung, dass alle drei Wurzeln 
der cubiscbeii Gleichung negativ sind, nimmt die allge- 
meine Gleichung die Form 


+ ^,2 + ^2 


1 


an, der durch keine reellen Wertbe der Goordinalen genügt wer- 
den kann. 

V. Wenn das absolute Glied den Werth Mull erhält, so haben 
wir ilen Grcnzfall der Kegelfläclie; die Formen I und IV 
geben die Gleichung 

7 * 
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^ , y 
,i'- u 


+? = '♦' 


welcher keine itmlerii reellen ^Ve|•llu■ der Coordinalen als 


Genüge leisten. Den Forinen II niul III eiit.s]>riiigt die Gleieliiing 
der Kegeldärlie in der Form 



In dieser Aiifzähliing sind alle diejenigen Arten von Flächen 
zweiten Grades enthalten, welche ein Gentrnin hahen. 

Beispiel I. 

7ar* + (!y* + 5z''* — ^pz — l.rp = •>. 

Die cnliischc ('ilcicliuiig der Diseriniiiiaiile i.st 

A» _ 18 ,<2 + iw ^ _ ]<;•> — (I, 
die Iransrurniiei'te rdcicinnig also 

a-2 + 2y* + .tz2 = 2. 

ein Ellipsoid. 

Beispiel 2. 

llar'2 + I0y2 -}- — ISj'i/ — 8yz + 4z;r = 12. 

Die ciiliisclic tileicliuiig der Disn iininaiite ist 

— 27 + 1^0.4 — 32-1 = (», 

die transrurmiertc Gleichung 

x2 -f* ■* + 0 ~ ' • 

oder ein Ellipsoid. 

Beispiel 3. 

7ar2 — I3y2 4. r.z* + 24.ry + I2yz + I2z.r= + 81. 

Die cuhisclie Gleichung der Discriminantc 

— :m.l — 2a'.8=; ü. 
die trausroruiierlc Gleichung 

a'2 + 2^2 — ;jj2 = + 12, 

d. h. je nach dem Zeichen des letzten Gliedes ein einfaches oder ein zwei- 
faches llypcrholoid. 

Beispiel 4. 

2 a* -}- 3y2 -|_ ii'i ^ isxy + l//z 8 za' = 8. 

Die cuhische Gleichung der Discriininante ist 
— UA- — AA -I- 20 = (». 

Die Kegel der Vorzeichen von Descartes beweist, dass die.sc Gleich- 
ung zwei positive Wurzeln hat, indess die dritte negativ ist ; die gege- 
bene Gleichung repräsentiert daher ein enifache.s llyperhuloid. 
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Beispiel h. Man limlvl clionso, dass 

•ly + yr + a-i = n* 

ein zwcifaclios IJimlrelninftsliypcrholoid und 

2a;* — r>^* + -* + Oyi — 8ia; — la'y 1 = 0 
ein cinfaclics llypcrlioloid darslellen. 

83. Wir gehen nun zur Betrachtung des Falles üher, 
in welchem <5 = 0 ist. Für denselben haben wir im Artikel 65 
ge.sehen, dass es dann unmöglich ist, durch Verlegung des An- 
fangspunktes die (^oemcienten der Glieder vom ersten Grade zum 
Verschwinden zu bringen. Aber es ist olTenbar gleichgültig, oh 
wir wie im Artikel 65 mit der Transrormalion zu einem neuen 
Anfangspunkt beginnen, um die Coefricientcn von x, y, t auf 
Null zu reducieren, oder oh wir zuerst, wie wir in Artikel 78 f- 
gethan , zu neuen Achsen mit dcniselhen .\nfangspiinkt übergehen, 
um das von den Gliedern vom zweiten Grade gebildete Polynom 
auf die Form 

-f %* + Ct* 

zu bringen; da für d = () die erste Transformation unmöglich 
ist, so beginnen wir mit der zweiten. Für diese Transformation 
zeigt der Uuistatid, dass das absolute Glied der cubischen Gleichung 
des Artikel 79 gleich d ist, sofort, dass eine der drei Wurzeln 
derselben, d. i. eine der drei Grössen A, B, C gleich Null sein 
muss, dass also die Glie<ler zweiten Grades auf die Form 
Ax- + B,ß 

reduciert werden können. L'nd zu demselben Schluss führt die 
Bemerkung, dass 

d 0 

die Bedingung ist, unter welcher das Polynom der Glieder zweiten 
Grades in zwei reelle oder imaginäre Factoren zerlegbar ist, unter 
welcher es also auch als die Summe oder Differenz zweier Qua- 
drate ausgedrückt wcrilen kann. 

.\uf diesem Wege wird die allgemeine Gleicbiing in die Form 
.-l.r* + By"^ -f 2p X + 2q'y + 2/z + d = {) 
gebracht und wir können dann durch IJebcrgang zu einem neuen 
Anfangspunkt der Coorditiaten die Goeflicicuten von x und y mit 
Null identisch machen, nicht aber diejenigen von z, so dass die 
Gleichung auf 

Ax- + %* + 2r'z + it = 0 
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rediicicrl « ii d. Uic IHsnission dieser l’onn Idetet folgende 
ralle dar. 

I. Sei / = 0. Die rileidmiig eiilliält dann z niclit und 
repräseiilierl daher nach Artikel 22 einen C yliiKler, welcher 
elliptisch oiler hyperholiseh ist, je nachdem und 2? dic- 
selhen oder versehicileiie Vorzeichen haheii. Iler Anraiigspiinkl 
der läiorditialen ist ein ('.enlrnni, weil die Glieder vom ersten 
Grade ans der Gleichung verschwunden sind; aber jeder l‘nnkt 
in der Achse der z hat olfenhar die tiämlichen Kigens< haften und 
dieselhe wird daher als die Achse, des (lylinders hezeichnet. Die 
Möglichkeit der Kxisteiiz einer geraden Linie, in der jeder Pnnkt 
ein Centrnm der l’lächc ist, wird dadurch angezt-igt, dass Zähler 
und Nenner <ler Gonrdinaleti des Genlmms gleichzeitig identisch 
verschwinden. (Artikel 65, Anmerkung.) 

Wenn ausser r auch <f gleich Null wird, so degeneriert die 
Fläche in zwei reelle oder imaginäre sich durchsch nei- 
den de Kh eilen. 

II. Sei / ^ 0. Durch eine ViM’äinlerung des Atdängspunkles 
hringen wir das ahsidule (iliisl auf d(>n Werth .Null und redueie- 
ren also die (ileichnng auf die Form 

Ax'^ + Titß + 2r'z = 0. 

Wir setzen zuerst voraus, dass das positive Vorzeicheu 
von /} gelte, und erkennen, dass die durch Kheneti, welche 
den Goordinatenclienen xz oder ,»/z parallel sind, gehihleten Schnitte 
l'araheln, die Schnille von zur Kheiie der .ry parallelen Eheneu 
aller Ellipsen sind. .Man nennt daher die von ihr dargeslellle 
Fläche das elliptische I’araholoid. Dassellie ist olfenhar nur 
in einem Sinne ausgedehnt, weil der der Ebene 

entsprechende Schnitt 

Ax'^ -|- Itß = — 2r'c 

nur dann reell ist, wenn die rechte Seite seiner Gleichung positiv 
ist. Darnach müssen r' und <• i‘iitgegengesetzte Vorzeichen haben, 
die Fläcbe liegt also bei positivem r ganz auf der negativen Seite 
der XI/ Ebene und für negatives r ganz auf der positiven Seile 
derselben Ebene. 

III. Wenn in der Gleicbungsform des vorigen Falles Ä das 
negative Vorzeichen hat, .so sind diejenigen Schnille Hyper- 


I 
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helii, welche von den zu xy pai'idleleii Elieneri gehildet «erden; 
die l'’liK-|i(! «ird als ein hyiierholisclies l’uralioloid bezeieli- 
iiel und man lindel wie vorher, dass sie in beiderlei Sinn iinhe- 
gretizl isl. Der durch die Ebene xy mit ihr bestimmte Schnitt 
ist ein Paar von geraden Linien. 

IV. Sei B z= 0. Dann sind zwei Wurzeln der enbisehen 
Gleicimiig der Discriminante gleich Null und die allgemeine Gleich- 
ung nimmt die Form 

iqy 4- 2r'z it = (I 

an; und indem man die .\chsen der y und : in ihrer eigenen 
Ebene verlegt, so dass die Ebene 

<l'y -p r'z = 0 

und eine zu ihr normale durch die .\chse der ,r zu (äiordiiialeii- 
ebeiien werden, redncierl sie sich «eiter anl 
Ax' -j- jy -F (/ = 0, 

welche nach Artikel 22 einen Gy linder mit parabolischer 
Basis darstellt. 

V. Wenn auch 

'/ = 0, r' = 0 
simi, so wird die Gleichung 

. /ar* -f- (/ = 0 

in Factoren zerlegbar und bezeichnet ein Paai' von |>a ralle- 
len Fabelten. 

84- Die Ausrührnng der Iteduction der Gleichung 
eines Parahuloids anl' die l'orm 

Ax^ + By‘ -F 2/i: = 0 

wird durch die Remerkung abgekürzt, dass die Dis- 
criminante eine Invariante ist, d. h. eine durch Trans- 
l'ürniatioii der Coordinaten nicht alterierte F'nnctioii *), dass sie 
also wie die Discriminante der reducierten F'orni 
Ax"^ + Biß + 2 R: 

auch für die allgemeine Gleichung von der F'orm 

ABB'^ 

sein muss. Da mm A und B als die beiden nicht verschwinden- 


•) Vergl. „Vorlesungen“ Artikel 72, 71. 
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den Wurzeln der cubi^cheii (Meicliung bekaiitil sind, so ist auch 
R bekannt. 

Die Berechnung der Disc riniinan le ferner wird iii 
diesem Falle durcli den Umstand erleiclitert, dass sie 
ein vollkommenes Quadrat ist*). 

Wir wählen ein ileis|iiel; für die tileichuug 

5a:* tß + 2 * + () 2 a: + 4ary + 2a: + 4y + 6* = 8 
ist die cuidsche Gleicliung der Discriminantc 
— 5A* — lU = 0, 

ihre Wurzeln also sind 

X = 0, 7. — 2; 

man hat 

A 1. B z= — 2. 

Die Discriminante ist in diesem Falle 
(p + 2-7 — 3r)* 

also für die hier geltenden spcciellen Werthe 


daher ist 



14Ä* = 16, 

und die reducierte Gleichung 

7a:* — 2y* 



%z 

Vü ' 


Ohne die Kigenschaften der Discriminantc anzuwenden, hätten 
wir nach dem V'erfahren des Artikel 68 die den Wurzeln der 
cubischen Gleichung 0,7, — 2 entsprechenden llauptebcncii be- 
stimmen müssen , 


a: + 2y - 3i = 0, 4a: -|- y 2z = 0, 
a; — 2y — z = 0, 


wir hätten, weil die neuen Coordinaten respective normal zu die- 
sen Ebenen sind. 


4a: -f- y + 2t = .r /21, x — 2>j — z — Y y/Q, 
a: + 2y — 32 = 2 j/l4 


*) Vcrgl. „Vorlesungen“ Artikel 161 f. 
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zu sclzen und x, y, z dtin'.h die ntuicii Coordinatcn aiiszudrückeii. 
so dass die transformierte (Weil liiing dic^ ('lesUlt 

Ix-'- — 2y* + — 2y /G - ^ = 8 

/21 j/l4 

erhält; sie geht endlirh diircli Ueliergang zu parallelen Achsen 
durch einen neuen Anfangspunkt in die vorher angegeheiie ein- 
fachste Gestalt über. 

Wenn in dem gewählten Beispiel die Werthe der (^oefücien- 
ten p, q, r die Relation 

p 2 q — 3r = 0 

erfiillt hätten, so verschwindet zwar die Discriininanle idenli.sch, 
aber die Reduclion wird mit unverminderter Leichtigkeit durch 
die Bemerkung vollzogen, dass iinu die Glieder in x, y, z in der 
Form 

(4a: -t- y + 2z) + k (x ~ 2y — z) 
ausgedrückt werden können; so dass z. B. für die (Weichling 
— y- + :- + Qzx + 4a:y + 2a: -f- 2y -f- 2r = S 
die Form 

(4a: + y -f 2z)- — (a: — 2y — Jp -f 2 (4a: + y + 2z) 

- 2 (a: — 2y - s) = 24 

entspringt, welche durch die vorher angegebene Transformation in 

21 — Hy- + 2x yn — 2y j/6 = 24 

übergeht. Die letzte Rediiction hat keine Schwierigkeit. 

/ieispicl. Itic Gleichung 

Oa:® — ly'-^ — -ixy — Siia- -}- t(y -F Ic + = n 

re|)räsenlierl ein hyperbolisches l'araholold , 

ix’' -f- y^ — Ixy — ti.r + = 0 

einen paraholisclien (Wiinder. 


Digitized by Google 



' VI. Kapitel. 

Ableitung von Elgenscluifteu der Fläeheu zweiten 
Grades aus speciellcn Formen ihrer Gleieliungcn. 


85. 'Vir «rrden iiuninclir aus der Gluichuiig 

X* I* 

-- + ^ -4- - — 1 

^ 1.2 T j 


einige Eigenschaften der centralen Flächen zweiten 
Grades ahleiteii. Diese Ahleilung unifassl sowohl Eigenschaf- 
ten der Elli|isoidc als der Hyiterholoide, wenn wir die Vorzeichen 
von 6’ und als unbestinunt voraussetzeii. 

Die Gleichung der l’olarehene des l'uuktes (.t:', ;/, j') 
oder die der Tangente neben c, wenn dieser Punkt der 
Fläche angehört, ist nach Artikel 59 


x.t 


Iß 


+ ^ 


1 . 


Beispiel. Die Pol.'ireliencn eines hcliehtgcn l’iiiikles in itezug auf die 
drei Kl.iclicn 


a:* 

a‘ 

+ 

- + 
tß ^ 


= 1 

X* 

iß 

+ 

Iß 

.2 

= 1 



’ß 


= 1 

aß 


Iß 



sind von iiireiu geincinscliaftliclien tientnim gicicliwcil entfernt, n,“mi 
lieh um 


1 
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Bewogt sich der Pol auf der Fläclic 

.,2 »2 


a’ 


+ 


yi 

b* 


+ 






so herülirl die Ptilatcbciic die Kugel 

a:* + y* + I* = />*. 


Diu Noriiialu vom A ii fa ng $[) ii ii kt der (Koordinaten 
auf die Tangente ne bene in (oder die l'olarebene von) 
(x, y, z) wird nach Artikel 23 durch die Gleichung 



hestimmt, und die Winkel a, ß, y, welche sie mit den Achsen 
bildet, sind durch 

px ^ Py' P'" 

cos o = -TT , cos p = , cos y = - 5 - 

a‘ IP c‘ 


gegeben, wie man durch Mnlliplicalion der Gleiclinng iler Tan- 
gentenehene mit p und Vergleichung mit der h'orm der Gleichung 
der Ebene 

X cos 1 » + y cos |3 -f I cos y = p 
am leichtesten erkennt. 


Beispiel 1. Itic DiirchscliniUsliiiie der vorher erwähnten Fläche 

a. / 4- — ~ i 

IP c* p* 

mit jeder der drei ebenda betrachteten Flachen 



hat die Kigcnschaft, dass die Tangentenebenen ihrer Punkte vom Oenlruni 
gleicli weit entfernt sinil. Man bat diese (Kurve eine Pol ui de genannt. 

Beispiel 2 . Itie Tangentcnelmne des FIlipsoids in dem Punkte 

X y z 1 

a* ~ b‘ ~~ C» ~ j/(rt2 + (,2 + 

schneidet in den Achsen gleiche und die in 

— = — = — = — 
a ~ b c |/3 

den Ach.scn vcrhältnissgleichc Stücke ab. 

Wir können ans den vorigen Gleichungen auch einen Aus- 
druck für die Länge der Normalen in Function der Win - 
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kel crhallc'i), wi;lrlu> sie iiiil den Achsen bildet, nämlich 
p* = c«s* a + ß r'^ cos* y. 

SO. Man soll die Iledingnng linden, unler, welcher die 
Ebene 


+ ßy + + ^ = 0 

die !•' 1 ä c h e h e r fi h r l. 

Die Ziis.iinniensleiliinu dieser (ileichinif: mit der tler Tangen- 
lialehene 


XX 


+ 



lielert die Uelalionen 

x’ na y hß z ry 

a 6 ' h 6 ’ c 6 

lind damit die geforderte Dediiigimg in der Form 
+ Irß-^ + r-y* = 

.Viif demselben Wege erhält man als die ISedinginig , unter 
welcher die Ebene 

ax + ßy + yr = (I 

den Kegel 



berührt , 

0*0* — c*y* = 0 ; 

wie aiiih als speriellen Fall des Artikel l't hätte gefunden wer- 
den können. 

licispicl. Oer l’ol der Eliciic 

Ax -{- Py Cz = I 
in Itezug .luf das Ellipsnid 

5 «I 5 

^ + 4 = 1 

rr //' c- 


diircliläiifl eine Kiigellkiclie, wenn die llediiigiing • 

a*A- 4- b'n'^ -H c'r* = consl. 

erfüllt ist. 

87. Die Normale der Fläche ist eine i in B e r n h r n n g s - 

punkte auf der Tang eilten ehe ne errichtete Der p l> ii d i - 
ciliare. Ihre ^'•leichungen sind oirciihar 

- f.r - X) y ) = 4 (-• - -’ )• 
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\Venn wir den ^'eiiiuinsdiuniiclien Werlli dieser Ausdrücke 
durch R Iiczeicliiien , so Lsl 

/ Rx' , Ry , Rz 

und wir linden durch die Addiliun der (Quadrate dieser Wertlie, 
dass die Länge der Noruude zwisclieii (,r', y\ z') und dem he- 
liehigen l'unkle {x, y, z) in ihr 

_ R 
~~ P 

ist. Wählen wir den Ihuikl (a;, y, z) als den Schiiillpunkt der 
Normalen niil dtu’ Ehene xy, so ist : = 0 und die leUle der 
drei vorigen Lleichuiigen giebl 

R = 

so dass der zwischen dem Berührungspunkt und der Ehene .ry 
gelegene Abschnitt der Normalen durch 

c* 

P 

gemessen ist. Aehnliche Ausdrücke gelten für die bis zu den 
Ebenen yz, zx gemessenen Abscbiiitte. 

In Folge dessen bestimmt das zwischen zwei Ilau|>tebenen 
enthaltene Stück eiiiiu’ Normale des Ellipsoids mit dem normalen 
Abstand der Tangentenebenc vom Centruhi ein constantes l'roduct. 

Hie durch das Centrum und die .Normale iin Punkte {x\ y, z) 
bestimmte Ehene ist durch 


«* (i'* — c^) + 6^ [c* — fP) - . -J- c- («'■' — = 0 

X y z 

dargestellt. 

Hie Normalen , denm Fusspuiikte in der Fläche in einer 
Ebene liegen, die zu einer Hauptebene parallel ist, sebneiden 
eine andere Ilauptebene in einer Ccradeu, die zu der ersten i)a- 
rallel ist. , 

S8. L) i e S u ni in c d e r Q u a d r a t e il e r r e c i p r o k e n W e r t b e 
von irgend drei zu einander reebt w iiik ligen Hurcli- 
m esse r 11 ist constant. 

Kiess folgt unmittelbar aus der Addition der Cleichungeii 


1 


coS^ ß 


+ 


cos* (J 
-yz- + 


Cos’^ y 
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1 cos* tt' cos* jS' 

p * ~ 

1 cos* a" cos* 

7'j ~ 


H- 


+ 


cos* y 


•> ff 

cos* y 


denn wegen 


cos* « + cos* a + cos* a" = 1 , eie. 


ertialtcn wir 



S9. In gleicher Weise ist die Suiiinie der Quadrate 
(I er No I' malen, welche in a n v o in C e n t r u in auf drei % ii 
einander rechtwinklige Tangenten e h e n e n 1 ä 1 1 e n kann, 
con staut. Denn die Addition der (llcichiingen 

;>* = a* cos* « + 6* cos* ß c* cos* y , 

/j * = «* cos* a + ft* cos* ß' + c* cos* y' , 

;/'* = o* cos* a" + b ' cos* ß” + c* cos* y" 

zeigt es. ln Folge dessen ist der Ort des Durchschnitls- 

jHinktesvon drei zu einander rechtwinkligen Tangcn- 
tenehenen eine K u ge I fläche ; denn das Quadrat seines Ah- 
stainles vom Centrum der Fläche ist der Summe der Quadrate 
der drei Normalen gleich, d. h. 

=^«* + i* + c*. *) 

Derselbe Satz gilt auch für einen Kegelsehnill, den man als 
Crenze einer Fläche zweiten Grades für das Verschwinden ihrer 
einen Halbachse zu hetiachlen hat. 

90- Die Gleichung der dem Durchmesser des Punk- 
tes {x, y, z) der Fläche conjugierten Dia metr a I ehe ii e 
ist 

ff* 

TCJC UU ZZ 

^ = 0; (Artikel 68.) 

sie ist also der Tangenten ebene in diesem Punkte pa- 
rallel. 

Weil jeder in der Diaineti'alehene gelegene Durchmesser dem 
Durchmesser des l*unktes {x\ y , z') conjugierl ist, so werden 
die Hichtungscosinus zweier heliehigen conjugierten Durchmesser 
durch die Delation 


*) Vcrgl. Artikel l'JO. 
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cos a cos a 

,/i 


cos ß cos ß' ^ cos y cos / 

» ■> T“ 5 “ ^ 


c* 

vorhiiiiden. I)n dii^sc Kedingiing durch die Siihstiliition von 
ka^, kh"^, kr‘ für d^, b^, nicht gestört wird, so sind zwei 
gerade Linien, wciclie für eine Fläche 


IL. 

b'^ 


+ -T= 1 


conjngierte Durchmesser 
ä li n I i c h e F I n c h e 

^ . !/‘ 
7 /* b^ 


sind, auch solche für jede 



Und für ä- = () erkennen wir. dass jeile Fläche mit 
ihrem Asymptotenkegel gemeinschaftliche Systeme 
conjugierter Diirchinesser hat. 

Nacli Analogie der in dem Falle der Kegclschnilte angewen- 
dclen Methoden können wir die C o o r d i n a t e n i r g e n d e i n e s 
Punktes des Elli])soids durch 

« cos il, b cos fl, c cos V 

hez eich neu, wo A, fi, v <lie Richtungswinkel einer geraden ünie 
sind, d. h. durch die Relation 


• COS'* <1 + cos* fl + cos* V — I 

verbunden. Dann sind die geraden Linien, welche zwei conjii- 
gierten Durchmessern entsprechen, rechtwinklig zu eitiander, denn 
für 

cos 0 = 0 cos A, cos d = a cos X', etc. 
wird die letztgeschriehene Relation 

cos A cos X' + cos fl cos fi + cos v cos v' = 0 . 

Beispiel. Wenn itie p, p , p" die L.ängeii der vom Zentrum auf ein 
System conjugierter TangentenelMüicn gidällteii Normalen hczeicimen, 
so ist 



und für (f. q , q’ als die Längen der enlspi-cclicnden Itadien verloren des 
Ellipsoids ist 

1 I 1 I I I 

/■;V v ~ ^ F Ti« ■ 

91 . Die Summe der (jiiad rate von <lrei zu einander 
conjugierteii llalhdurchmessern ist constanl. 
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Duiiii das Quadrat der Läiii>e eines llalbdiircliniessers 

+ i/^ + 

ist in Fnnction von A, ft, v 

a‘ CH)S^ A 4" eos'* ft -J" •'uS'* v 

lind die Addition dieses Aiisdriieks mit den beiden analogen ^^’ertben 
eos'^ l' 4* 6^ eos"'* ft' 4" c’ •'OS'* v , 
eos^ k" 4" cns^ f»” 4" 

gielit 

weil A, (i, V, ete. die Ilicblungswinkel von drei geraden Linien 

sind, deren jede auf den beiden andern reebtwinklig ist. 

Das l'arallelepipcd, dessen Kanten drei conjiigic rlo 

Diireliinesser sind, bat ein constantes Voliinieii. 

Denn fiir x', y', z ; x", y" , z" \ x'", y" , z‘" als die Coordi- 

iialen der End|ninkte der drei Durebniesser ist nacb Arlikel 3] 

das Voliinieii des Parallelepijieds 

)ar' , y' , i' 

I tt rt ft 

= X . y , z 

fff fff fff 

X , y . z 

oder 

I cos A , cos ft , ros V 
= ubc I eos A' , ros fi' , cos v 

A ' ff tt tt 

^ , eos fjL , cos V 

~ ubc, 

weil der Werth der letztgesebriebeiien Determinante nadi der An- 
merkung des Artikel 27 der Kinbeit gleich ist. 

Wenn a, b' die Achsen eines eb,enen Centralsrbniltes sind 
und p die vom Anrangspunkt auf die zu ihm parallele Tangenten- 
ebene geftdlle ISormale bezeichnet, so ist 
ab'p = ubc; 

denn für c als den llalbdurcbmesser des Uernliriingspiinkles und 
für 0 als den von ihm mit der Normale gebildeten Winkel ist das 
Volumen des l'arallelopipeds der drei conjiigierten Dur« linu;sser 

f 1 1 t 

a , 0 , c 

= ab'c cos 9, 

und diess gebt wegen 

c cos 0 = p 

in den gegebenen Werth über. 
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Beispiel. Für sechs Punkte eines Ellipsoids gilt eine 
R e I a t i u n von 1) c m e r k c n s w c r t li c r E i n fa c h h c i t zwischen den 
Entfernungen von fnnfen unter ihnen vom sec listen, den 
parallelen Halhdnrchinesscrn und den Vulnnien der von 
jenen bestimmten fön f T e t raed er. Sie hicibl gültig für 
Jede Lage des sechsten Punktes nicht nur auf dem Ellip- 
soiiP, sondern auch ausserhalb desselben. 

Sind -f, , y/j, .... P die Punkte von den Coordinaten 
.T,. X.., j/j, elc. x^, y^, x, y , z' \ 


bezeichnen cf, , d. 


f/j die Abstände der fünf ersten von P und 

die zu ihnen parallelen Halbdurchmesser, endlich 

Fj die Volumina der Tetraeder A^A^A^A^, 


etc., so entsprechen in dem Ellipsoid 

„2 




+ . 2=1 


dem Durchmesser y = m,x, z ■= n,x die Coordinatenwerlhe 
seiner Endpunkte 


1 n, m, 



cs ist also Di^ = xi^ + + Zi* = 1 

i j. '”-1- 4- "1- 
o* c2 

Ebenso hat man d,^ — (x ' — x,)* + il/' — J/i)* + — *>)* 

und also nach dem geforderten Parallelismus von /),■ und PA, wegen 


X X,- X X'i 

(x — x,)^ (y — jf.f , ^ 

„2 1 - ^ -P - ^- 2 - — J)2’ 


für die Lage des Punktes /f, auf dem Ellipsoid rcduciert sich diese Gleich- 
ung auf 




6* 



^ _ 2y' _ 2z' _ d,* 


( 1 = 1,2 3 . 4 . 5 ) 


und gieht fünf Relationen zwischen den vier Grössen 

-2^: _2y 



also das Verschwinden der Determinante dieser Relationen 

(||2l-*'3yi*5) = 0. 

deren Entwickelung nach dem Früheren (Vcrgl. Artikel 31} die Relation 

Sfttnion, Anal. («com. d. Raumes. 3 
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£ + -- Vi ■. 


ergiebt. Für die Kugel wird sic spccicllcr Z + = 0 und für das 

Zusammenfällen vun P mit 

V,d.^ + w— V4* = 0- 

1)2. Die so eben gcgel)eiicn Sätze können niilLeicli- 
ligkeit auch aus den entsprechenden Sätzen für Kegel- 
schnitte abgeleitet werden. 

Denn wenn wir irgend drei conjugierte Dnrchinesser a, b\ c 
betrachten und den Durchmesser, in welchem die Ebene ab' die 
Ebene xy schneidet, mit A, so wie den ihm conjugierten ini 
Schnitt a'b' mit C bezeichnen, so ist A^ — a'^ + 6'*, und 

datier o'^ -j- b'^ c'* — A'^ + c”*. 

Da ferner A in der Ebene xy ist, so wird für B als den 
zu A conjugierten Durchmesser in dem durch diese Eheue gebil- 
deten Schnitt die zu A conjugierte Ebene notliwendig die durch B 
und die Achse c gehende P^bene, und C, c sind daher conjugierte 
Durchmesser desselben Schnittes wie B und c. Daher hat man 


A"^ + C‘‘ -f c'5 = ,4* -h 5’ -f c\ 
und da endlicli -f- ß* = a* -|- 6* 

ist, so i.st damit der Satz bewiesen. 

Ganz analoge Schlüsse beweisen das auf die 1‘arallelepipede 
bezügliche Theorem des vorigen Artikels. 

\Vii- können aber überdicssdiebezeichiietenSätzc 
auch dadurch beweisen, dass wir, wie in der Anmer- 
kung des Artikel 7S ang edeutet ist, die Delationen ent- 
wickeln, welche für die Transformation des Ausdrucks 


j2 


- j. 

ä'* 6'* c - 

in schiefwinkligen Coordinaten zu dem auf rechtwin- 
klige Coordinaten bezüglichen neuen 

- JL - 

„i .1 T -i 


stattfinden. Man findet dieselben wie folgt: 

-f- c’ = a"^ -p 6'* -f- c’*, 

-J- -|- a^b- — b’V^ sin* 1 -f- c'*«'* sin* fi a'*6'* sin* v. 

= a"^b'^c^ (1 — cos* A — cos*|a — cos* e -|- 2 cos A cosp cos v). 
Die erste und letzte dieser Gleichungen geben die vorher er- 
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lialtenen SäUe, die zweite von ihnen drückt aus, dass die Summe 
der Uiiadrate der von drei conjii gier len Durclimessern 
gebildeten Parallelogramme constant ist. 

93- Die Summe der Quadrate der Projectionen von 
drei conjugiertcn Durchmessern auf eine beliebige 
gerade Linie ist constant. 

Wenn wir voraussetzen, dass die bezeicbnete (lerade die 
Winkel a, ß, y mit den Acb.scn bildet, so ist die Projection des 
im Punkte [x , y, z') endigenden Ilalbdurchmcssers auf dieselbe 

x' cos K + y* cos ß z' cos y 
oder nach Artikel 90 

a cos A cos a + 6 cos y cos (J c cos v cos y. 

Auf dieselbe Weise erhält man die Projectionen der beiden 
andern Durcbmes-ser in der Form 

a cos X' cos a + b cos y COS /3 + c cos v' cos y , 
a cos X" cos a + b COS ju" cos ß + c COS v" cos y , 

und durch Quadrieren und Addieren dieser Ausdrücke entsteht 
COS'* « -}- cos^ ß + c'* cos* y 
zum Beweise des ausgesprochenen Salzes. 

Die Summe der Quadrate der Projectionen von 
irgend drei conjugierten Durchmessern auf eine be- 
liebige Ebene ist constant. 

Sind d, d\ d" die drei betrachteten Durchmesser, #, 9', 9" die 
von ihnen mit der Normale der bezeiclmeten Ebene gebildeten 
Winkel, so ist die Summe der Quadrate ihrer Projectionen durcli 
d* sin* 9 -f- d'* sin* 9' -f- d"* sin* 9" 
ausgedrückt , und sie ist constant , weil nach dem letzten Artikel 
d* cos 9* -f- d * cos* 9' -)- d"* cos* 9” 
und nach Artikel 91 

d'* + d'* -f- d"* 

constant ist. 

Beispiel. Wenn inan durcli die End|miiktc von diei conjugierten 
Durchmessern eines Ellipsoids parallele Sehnen zieht und sie auf die eiit- 
sprechenden Diirchiiiesser durch Parallelen zu den conjugierten Diaine- 
Iraleheiien projicierl , so geben die Verhältnisse dieser Projectionen zu 
den Durchmessern eine constantc Summe. 

Man soll den Ort des Durchschnittspiinktes von drei 

8 * 
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Tangenteiii'bonen liestiinmeii, welche die Endpunkte 
von drei conjugierlen nurchmesser n zu ihren Berühr- 
ungspunkten haben. 

Die Gleichungen der drei Tangenteiiehencn sind 


X- cos A 

_i_ 

y 

COS fi 

_L 

z cos V 

1 . 

a 

I 


~1) ~~~ 


c 

X cos X* 

+ 

y 

COS fi' 

+ 

z cos V 

= 1. 

a 


b 

c 

X cos X 

4 - 

y_ 

COS fl"' 

+ 

z cos v" 

= 1. 

a 


b 

c 


Die Addition ihrer Quadrate gieht die Gleichung des frag 
liehen Ortes in der Form 



94. Wenn die FlAclie zweiten Grades 



durch die Ebene 

X cos o -4- y cos ß z CO» y — p 

oder 

[x — x') cos a -|- (y — y') cos ß {z — i') cos y = 0 

— welche durch den Punkt (a-', y', 2 ') geht — geschnitten 
wird, so kann der Ort der gcmcinscharilichen Punkte 
untersucht werden, indem man die durch den Punkt 
(a-'. y', 2 ') g e h e n d e n G e r a d e n 

X — X ^ y — y _ z — ^ 

cos a cos (3' cos y 

betrachtet, als welche jener Ebene angehürte, sobald 
cos a cos a -f- cos ß cos ß^ -j- cos y cos / = I) 

ist. Die Comhination dieser Gleichungen mit derjenigen der P'laehe 
liefert die Gleichung des Schnittes und es ist leicht, die INatur 
desselben durch die allgemeinen Werthe zu chnractcri.sieren. 

Die Substitution von 

X = a;' r cos a, y = y' r COS ß', z = z' r cOS y' 
in die (Oeichung des Ellipsoids giebt 
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( cos^ a . cos''* S' 


cos’ y'\ 

C- ) 


+ elc. 


0 , 


und «enn wir für 


für das Verhäilniss 


. cos’ /?' . cos'* y 

+ -p- + “ “ 


cos a 


cos ^ 

imaginäre, gleiche oder reelle Werllie erhalten, so ist der ScliniU 
elliptisch, parabolisch, hyperbolisch. Wir eliminieren mit Hilfe 
von 

cos o cos o' + cos ß cos ß" 4- cos y cos / 0 

die Grösse cos y und erhallen 

/ cos’ y cos’ «\ ■!',(' V , cos’ ß\ , ^ 

. _ COS « cos ß cos «' cos ß' 

+ 2 !=-5 = 0 . 


also die Characleristik 


c* 

0^ — AB 


des Kegelschnitts in der Form 

— cos’ a (a’ cos’ a -f- 6’ cos’ |J -f- c’ cos’ y). 

Daher sind die Querschnitte der Fllipsoidc stets Kllipsen, ^^eil 
diese Grösse nach der positiven Natur der a’, 6’, c’ wesentlich 
negativ ist; die Querschnitte von kegeln und Hyperboloiden kön- 
nen ebensowohl Ellipsen als Parabeln und Hyperbeln sein, und 
sie sind speciell Parabeln für 

o’ cos’ a + 6’ cos’ ß — c’ cos’ y = 0 , 
wenn c’ derjenige Goeflicient der tilcic.hung ist, <ler das Abwei- 
chende Vorzeichen besitzt. 

Mit Hilfe derselben Methode beweist man nunmehr leicht den 
Salz, dass die Durchschnitte einer Fläche zweiten Gra- 
des mit parallelen Ebenen ähnliche Ciirven sind. Die 
Cenlra derselben liegen in demjenigen Durchmesser 
der Fläche, welcher der Lage der Schnittebene con- 
jiigiert ist. (Vcrgl. Artikel 69-) 

95. Man kann eben diess Letztere leicht nach der vorher 
befolgten Methode beweisen. 
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Deiikiii \vir nämlich rfir diu Fläche 



den Punkt {.v, y, i') »Is Cenlruni de» Schnitles mit der Ebene 
(x — a-'j cos « + fy — y) cos /S -j- (i — z') cos y =•. 0, 
so ist die Gerade 


X — x' y — y' z — z" 
cos a' cos ß' cos y" 


der Bedingung 

cos ß cos ß' + cos ß cos ß’ + cos y cos y' = 0 


unterworfen, und die Siihslitution der aus ihren (ileichungen er- 
haltenen Werthe von x, y, z in die Gleichung der Fläche muss 
eine Bestimmungsgleichung ffir r liefern , welcher gleiche Werthe 
von entgegengesetzten Vorzeichen entsprechen. Bas dadurch be- 
dingte Verschwinden des Goeniciculen des zweiten Gliedes lieferl 
die Bedingungsgleichung 


x' cos a 
a‘ 


+ 


y cos ß' 

' P 


+ 



aus ihr und der Relation 

cos ß cos a -|- cos ß cos ß" -p cos y cos y' = 0 
erhalten wir für 

, X , a y , ^ 

k cos ß = k cos p = , k cos y =• -ö- 

fl' b' c* 


X y z 

n' cos ß b ' cos ß c' cos y 

die Gleichungen der Gera den, welche den Ort der Con- 
tra bildet. 

Daran schliesst sich leicht die Lösung der Aufgabe an ; Man 
soll den Ort der Gentra der ebenen Schnitte eines 
Ellipsoids bestimmen, welche durch einen l'uiikl 
{x\y',z) gehen. Denn die Gleichung einer durch diesen Piiiikl 
gehenden Ebene ist wie oben 

(a; — x) cos tt + [y — y) cos /3 -|- (i — z) cos y = 0 
und für die Fläche 
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isl der Uurchraesser , welcher die Centra der zu ihr parallelen 
Schnitte enthält, durch 

_ V i 

o* cos u 6* cos ß cos y 

dargestellt, und die Elimination von 

cos a, cos (S, cos y 

zwischen diesen (ileirhungen und der Gleichung jener Ebene liefert 

x{x — x) , y[y — y) , 2 

«* 6* c» “■ 

als Gleichung des Ortes; derselbe isl also eine der gege- 
benen ähnliche Fläche zweiten Grades, welche das 
Genlrum und den gegebenen Punkt enthält. (Vergl. Ar- 
tikel 135.) 

96. Auf dieselbe Gleichung führt natürlich die Frage nach 
den Mittelpunkten der Sehnen einer Fläche zweiten 
G rades, welche durch einen gegebenen Punkt {x’.y'.z) 
gehen. Sind 

X — x' y — y z — 

cos tt cos ^ cos y 

die Gleichungen einer solchen und x^,y^, x^, y^, z^ die Coor- 

dinalen ihrer Schnittj)nnklc mit der Fläche, so gelten die Re- 
lationen 



?LZ 

- ^2 


’ji - 

_ 

2,-22 



cos 

a 


cos 

ß" 

COS / 


•> 

,T,- 

+ ^ 

^ H'- 

+ 

0 

V 

c* 

= la 

«2 

1- ^2 f 

II 

X. 

t X 2 

1 ^2 

_i_ 


-yz^ 


,2 

M — -^2 

A 







C* ~ 

0 


und durch Division 


(.T, -|- X^ COS U 


(yi 


+ y-t) «'S ? 


+ 2j) COS r' 


= 0 . 


oder nach den Relationen des Mittelpunktes einer Strecke zu ihren 
Endpunkten 


X cos , y •’os ß' 

- J + — , 5 ■ - 

a' b' 


+ - = 0; 
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daraus rnlspriiigl abrr durcli KliminaUon von cus a, cos ß", cos y' 
iiiiltelst der ebenso gellenden (ileichungcn 

X — x’ 1 / — y s — z 

cos a cos ß' cos y’ 

die Orlsgleichung 

x{x — x) yiy — y) , z [z — z) ^ 

2 *1? » ^2 

wie oben. 

97. Die l..änge der Arbsen eines durch das Cenlrum 
gehenden ebenen Querschnills zu finden. 

Man kann leichl die quadralische Gleicbung finden, deren 
Wurzeln die reciproken VVerlhe der Quadrate dieser Achsen sind, 
wenn die Sumnie und das l’roducl dieser Grössen gegeben sind. 
Sind nun or, ß, y die Winkel , w eiche die Normale der gegebenen 
Ebene, mit den Achsen bildet, und bezeichnet R den durch die 
Fläche des Ellipsoids in ihr besliininteii Abschnill, so haben wir 
nach Artikel SS 



also 


1,1 1 , 1 , 1 cos’ « cos’ ß 

„>1 + , 7 ? — \ -r ^ „7 1,7 

während nach Artikel 91 


cos’ y\ 


1 _ P'* “ 1 ß , y 

a^lrc^ d^b'^ 


ist. Die fragliche i|uadratischc Gleichung ist daher 
1 ^ 1 ^sin’a I sin’^ , sin’y'^ 

7^ ’r’ "fc’- ) 


cos’ ß 


+ 


ros’ y 


./ = 0 


' bV ^ c’a’ ^ «’6’ 
und sie kann, wie leicht erkannt wird, auch in der Form 
«’ co.s’a 6’ cos’^ 

+ bi-r^ + 


«’ - r’ 


c’ cos’ y 

e’ — r’ 


= 0 


geschrieben werden. Man erhält dieselbe auch aus den ini näch- 
sten Artikel zu entwickelnden Grundsätzen. 

Beispiel. Die Relation 

1 _ P^ 

o”’ 6’’ u’ 6’c’ 
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zeigt in Erinoening an Arlikei 85, dass der Inhalt des mit der Tangenten- 
ebene eines Punktes parallelen Ceiilralsclmitlcs constant ist, wenn der 
Kcrülirungspuukt eine Puluidc durchläiiri; und zwar in jeder der drei 
Klächen zweiten Grades, welche dort hczeichnet sind. 

Die Fläche des entsprechenden Querschnitts wird 
daher durch 

nabe 


cos* « -f- J* cos* ^ -4- c* cos* y 

ausgedrückt, und der Nenner dieses Ausdrucks liat seinen Muxiinal- 
uud Minilnal^^erth für die durch 


cos a 


y 

cos ß' 


z 

cos y' 


gehenden Ebenen, wenn die quadratische Gleichung 


cos* /?' 

+ , 7 *~' 


. ros* y' 

+ -5 — — .. = 0 
ir — c* 


M* — rt* ’ M* — ft* 
crffdlt ist; das Product dieser Werllie ist also 


a'^b^c 


, / cos* a 
' \ o*~ 


cos* ß' 
~¥~ 


cos* y 




Wir haben also den Salz gefunden, dass für alle Punkte 
der Durchdringung eines E 1 1 i p s o i d s mit einer con- 
cen Irischen Kugel das Product der Flächen des gröss- 
ten und kleinsten der durch ihn gcheixlen Gentral- 
schnitte einen unveränderlichen Werth hat. 


Beispiel 1. llic Ebene 

X cos a y cos ^ l cos y — p 
.schneidet das Eliipsoid 



in einer Ellipse von der Fläche 

(a* cos* o -j- ft* cos* (3 -j- c* cos* y — />*) nahe 
4 /( 0 * cos* a 4 - ft* cos* ^ -j- c* cos* y)* 


Beispiel 2 . Wenn £ den Inhalt eines nncrschnills hezciciinel , den 
eine Ebene in der Entrernung h vom Genlruni mit einem Eliipsoid luldcl, 
so ist für p als den Abstand der parallelen Tangentcnehene vom Cen- 
Iriim der Inhalt des parallelen Genlralschnitts 


S’ = 


Sp* 

p> — h^' 
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98- Durch einen gegebenen Radius OR einer cen- 
tral c n Fläche zweiten Grades kann i ni Allgemeinen ein 
Sclinilt gelegt werden, für welchen OR eine Achse ist. 

Wir heschreihen mit OR als Halbmesser eine Kugelfläche und 
(lenken einen Kegel, der das Centrum zum Scheitel und den Durch- 
schnitt der gegebenen Fläche und der Kugel zur Leitcurve hat. 
Fine durch den Radius OR gehende Tangentenehene dieses Kegels 
bestimmt mit der Fläche einen Ouerschnitl, welcher OR zur Achse 
bat. Denn in demselben ist OR dem nächstfolgenden Radius 
gleich, da beide llalhmcsser der nämlichen Kugel sind, und ist 
somit ein Maximum oder Minimum unter den Halbmessern des 
Schnittes; während die Tangente des Schnittes im l‘nnkte R zu 
OR normal ist, weil sie auch der Tangentenehene der Kugel an- 
geluärt. OR ist daher eine Achse der Schnillcurve. 

Die Gleichung des Kegels kann gebildet werden, indem man 
die Gleichungen 


II- 




z‘ x‘ 

+ ^ = 1- TT + 


>r 


+ 


— 1 


von einander subtraliiert ; man erhält 


Wenn die Ebene 


X cos « -f- y cos /? -|- I cos y = 0 
eine Achse von der Länge r be.sitzt, so muss sie diesen Kegel 
berühren und die Rediiigung, unter welcher diess staltflndel, ist 
nach Artikel 86 


a‘ cos* a . b- cos- ß ^ cos- y 


7 


6* 


^ 0 

9 «» » 

i — r* 


d. i. die ini letzten Artikel gefundene Gleichung. 

Nach derselben Methode können die Achsen eines beliebigen 
Schnilles der durch die allgemeinere Gleichung 

ax- -f- hiß •+• «- -1- 2/yj + 2»ii.r + 2«.cy ^ 1 
gegebenen Fläche bestimmt werden. 

Der durch die Sebnittenrven derselben mit der Kugel 

A (ar^ -I- 1/2 ^ _ j 

bestimmte Kegel ist 
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(a — + (b — A) y* + (c — A) + 2/yz + 2mrx'+ 2nxy= 0. 

und wenn A den rcci[irokcn Werth des Quadrats einer Achse des 
Schnittes repräsentiert, welchen die Ebene 

j; cos « + y cos ß -f- z cos y = 0 
bestimnil, so muss diese Khene den Kegel berühren, dessen Gleich- 
ung so eben geschrieheu wurde. Nach Artikel 75 kann die Be- 
dingung, unter welcher diese Berührung statlfindet, in .iler F orm 


■ — A, n , 

m 

, cos a 

n ,6 — A , 

1 

, cos ß 

m , l , 

€ — 

A , cos y 

cos ff , cos ß , 

COS 

r, 0 


geschrieben werden, welche durch Entwicklung die quadratische 
Glcii laitig 

A* — A { -E e) cos* a + (c -J- ff) cos^ß + (« + 6) cos*y 
— 21 cos ß cos y — 2 m cos y cos a — 2 n cos « cos ß } 

+ (6c — /*) cos* « 4" (co — m^) cos* ß -f (ab — n*) cos* y 
2 (m« — ff/) cos ß cos y -j- 2 (ft I — 6m) cos y cos n 

-j- 2 (Im — cn) cos a cos ß = I) 

ergiehl. 

99. Wir geben zur Untersuchung der Frage weiter, ob es 
möglich ist, eine Ebene zu bestiininen, welche ein 
gegebenes Ellipsoid in einem Kreise schneidet. Nach 
dem früher gegebenen Beweis der Aehnlichkeit aller parallelen 
Schnitte (Artikel 69) genügt es, Schnitte zu betrachten, deren 
Ebenen durch das Centrum der Fläche gehen. 

heiikcn wir nun einen Centralschnitt, der ein Kreis vom 
ilalhmesscr r ist, und sei mit deiiiselhen Radius eine concentrische 
Kugel beschrieben, so ist nach dem Vorigen 





die Gleichung eines Kegels, der das (Zentrum zum Scheitel hat 
und durch die Iturchschnittscurve der Fläche mit der Kugel hin- 
durchgeht. Flaben aber beide Flächen einen ebenen Schnitt ge- 
mein, so mu.ss diese Gleichung nuthw endig zwei Ebenen reprä- 
sentieren und es muss also einer der Coetticienten von x*, y* 
oder z* in der vorigen Gleichnng identiscli verschwinden. Der 
fragliche ebene Schnitt muss daher durch eine der drei Achsen 
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hiiulurrligelieii. Kür 


r ^ h 


vurscliwiiulL'l z. 13. dur (^otdlicienl von // und man urhäll 


X 


2 




+ 


-2 



= 0, 


eine Gleichung, welclie zwei lvl>enen des kreisfArniigeu Scliniltes 
repräseiilierl, die durcli die y Achse liindurcligehen.*) 

Diese Ebenen w erden lei chl conslrui ei l, indem man 
in der Ebene der xz die beiden der Achse b gleichen 
llalbdurchmesser zieht; jeder derselben bestimmt mit 
der Achse der y eine jener Ebenen. 

in derselben Weise können d urch Jede der andern 
beiden Aciisen zwei Ebenen dieserArt gelegt werden, 
aber in dem Falle des Ellipsoids sind diese Eltenen säromtlich 
imaginär; denn in der Ebene xy kann keine der Achse c gleicher 
llalbdurchmesser bestimmt werden, weil der kleinste llalbdurcli- 
messer ihres Schnittes —b ist; und ebenso existiert in der Ebene 
yz kein llalbdurchmesser o, weil der grösste der llalbdurchmesser 
ihres Schnittes = b ist. 

In dem Falle des Hyperboloids mit einer MantelUSche ist 
negativ und die durch die Achse a gehenden Schnitte sind reell. 

Für das Hyperboloid mit zwei .Mantelllächen sind 6* und 
negativ und für r* = — c* (vorausgesetzt, dass 6^ kleiner ist 
als c^) erbalten wir die beiden reellen Schnitte 


(?- + ?) + <'■ (? - ^) = <’■ 


Diese beiden durch das Cenlnini gebenden reellen Ebenen 
schneiden die Fläche nicht, aber die zu ihnen parallelen Ebenen 
schneiden sie in Kreisen. 

ln jedem Falle erhallen wir nur zwei reelle durch 
das Gentrum gehende Ebenen der Krcissrbiiille und 
den Systemen der zu ihnen parallelen Ebenen entspringen zwei 
verschiedene Systeme von K reissch nitlen der Fläche. 


•) Die beiden Kbciien der KreiBschnitte f.illen in eine Nornialebeiie 
znr DreliungsacUsc ztiBainmen, wenn die FlScbc spceiell eine G^mdreh- 
ungsBiiebe ist. 
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Beispiel I. 


mit 

sind Krois«^ 


Die Diirclisi'liniUc der Flüche 
X y + z = k 


Beispiel 'i. Für das Tetraeder mit einer Irirectangnlämi Ecke und 
den entsprorliendcn Kanlenlüngen a, h, e ist der aus dieser filier dem uni- 
scliricbenen Kreis der tiegenilüclie stehende Kegel durch 






ilargcstclit ; und die üquivalcntc Form 


{hx + fty + er — 




= x^ + + z^~ 

\(t b cf 


zeigt , dass die Ehcnen des zweiten Systems der Kreisschnittc durch 
HX + by cz — k 

hestimint sind. 

lüO. Zwei Flächen, in deren (Ileichungen dieCoef- 
ficienten von x'^, y‘, z^ nur um eine Constnnte diffe- 
rieren, liiiheii die iiämlielion Kreissclinitle. 

Es erhellt diess für die (lleicliungcn 

Ax^ + By'^ + Cs* = 1 , 

{A + II) X* -f- (5 -f- II) y* -f (C -f /f) s* = 1 


unmittelbar ans der Formel des letzten Artikels. 

Man erkennt es auch aus den I'nlargleichungen dieser Flä- 
chen 

~ = A cos* a + B cos* ß + C cos* y, 

9 

\ = A cos* a B cos* ß + ü cos* y H; 

9 


aus denen sofort erhellt, dass die lliflerenz der Quadrate der re- 
ciproken Werthe entsprechender Itadien vecloren beider Flächen 
ennstant ist. Wenn daher in irgend einem Querschnitt der einen 
Fläche der Badius veclor constant ist, so muss diess auch vom 
Radius vector der andern gelten. 

Die nämliche Retrachtung zeigt auch, «lass jede 
Ebene mit beiden Flüchen Schnitte von denselben 
Achsen bestimmt, weil «ler gri’issle und kleinste Werth des 
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Radius veclor in beidon Sclinillrn drn nämlirlion Werlhen von 
a, ß, Y entspriclil. 

Hie Kbeiien der KreisscliniUe eines Kegels sind 
daher die n ä ui I i c h e n nie die der a 1 1 g e in ei n e ii F I ä c li e 
zweiten Grades, für welclie er asyniploliscb ist. 

lül. Je zwei Kreissclinilte einer Fläche zweilef 
Ordnung, welche verschiedenen Systemen angehöreii, 
liegen auf derselben Kugelfläclie. 

Die Gleichungen der beiden Ebenen der Schnitte sind je einer 
der durch 


repräsentierten Ebenen |iarallel. Da nun die Gleichung zweier 
Ebenen sich von der Gleichung zweier Parallelebenen nur in den 
Gliedern vom ersten Grade unterscheiden kann, so muss die Gleich- 
ung der Ebenen zweier beliebigen Kreisschnitle von der Form 

(i - i) + ii - i) + - rO + « 

sein, wo 


« 1=0 

die Gleichung einer beliebigen Ebene ist. Die Snbtraction dieser 
Gleichung von der Gleichung der Fläche, welcher jeiler F’unkl des 
Schnittes ebenfalls genügen muss, giebt aber 


~ -I- 1/2 -f. j*) _ M, = 0, 

die Gleichung einer Kugellläche. 

102. Wir haben gesehen, dass alle parallelen Schnitte einer 
Fläche zweiten Grades ähnliche Giirven sind. Wenn wir eine 
Reihe von biheneii legen, welche den kreisschnitten 
der Fläche parallel sind, so ist die änssersle dersel- 
ben die Tangentenebene von gleicher Stellung und 
diese muss daher die Fläche in einem unendlich klei- 
nen kreise durchschneiden. Man nennt ihren Berüh- 
rungspunkt einen IJmbilicus, ^abel- oder Kreispunkl. 
Einige Eigenschaften solcher Punkte werden später erwähnt werden. 

Die Coordinaten der reellen Kreispunkle können 
hier leicht bestimmt werilen. Wir haben in den ebenen Schnitt, 
welcher die Achsen a und r besitzt, einen der Achse h gleichen 
llalbdnrcbincsser einzntragen und die Coordinaten der Endpunkte 


Digitized by Google 


127 


des ihm ronjiigierten Diirchniessecs zu finden. Hie für hegel- 
schnitte gültige Forniel 

6 ’■* rr= — e‘‘x^ 

giebt auf diesen Fall angewendel 



6- = 

— 

— 

~a* 

also 





a*’** 


- ft* 




— 

und in 

analoger Weise 






— 




— 


Es existieren daher in dem l'allc des Ellipsoids vier reelle 
Kreispunklc in der Khene xz nnil vier imaginäre in jeder der an- 
dern Hauptebenen. 

1U3. Es ist nützlich, an dieser Stelle anzugehen, wie man 
in derselhcn Art die Kreisschnitte des durch die 
Gleichung 

^ ^ ^ 

a» — ft* “ c 

gegebenen Paraholoids bestimincu kann. 

Wir denken einen durch den Anrangspimkt der Cuurdinaten 
gehenden Kreisschnitt vom Radius r und erkennen nach Artikel 99, 
dass er in der Kugel 

X* -j- »/* + ;* = 2rz 

liegen muss. Der von ihr mit dem l'araholoid bestimmte Durch- 
schnittskegel ist durch die (ileichung 

J ) + *'"0 + S ) + = « 

dargestellt und diese repräsentiert zwei Ebenen, wenn eines ihrer 
Glieder verschwindet. Diese beiden Ebenen sind reell in dem 
Falle des elliptischen Paraholoids für 



weil dann die Gleichung auf 

ft*i* = (rt* — ft*) y* 

reduciert wird. In dem Falle des hyperbolischen Paraholoids exi- 
stiert hingegen kein rt^dler Kreisschnitt, denn die nämliche Sub- 
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sdtution hringt die Glcirliting der beiden Ebenen Riif die imagi* 
näre Form 

b'^ (fl* + 6*) (/* = 0. 

Man kann aber überbau|>t leiclil zeigen, dass kein elicner 
S4-hnitl eines liyperboliscbeii l'aral)uloids eine gescldossene C.urve 
sein kann; denn für seinen nurrlisrlinitt niil der F^bene 
I = /x + my + n 

4-rliallen wir die l'rojeclion auf tlie Ebene der xy durch 

^ 2 {Ix + my + n) 

a‘ y* c 

dargeslellt, und erkennen damit, dass dieselbe nolliwendig eine 
Hyperbel ist. 

Beispiel. Welches sind die zwisclicn den Coefficienlen der allge- 
nieineii Gleichung zweiten Grades 

nx* -F hy* + r;* -|- -J- 2/yi imzx + 'inxy 

2 pxu- + 2 qyw + 2 rzw = 0 

und der Gleichung der Ebene 

ax -j- ßy yz 6w = tl 

lieslelicndcn Itclationeu, wenn dieselbe eine Ebene der Kreisschnille der 
durch jene repräsentierten Fläche ist? 

Sie sind 

) fl + // — 2« c + d — 2r ; (m + q) — {I + p)y 

\ {« - ßf {y-äf ^ _ d) / • 

(h + c — 2/ d + « — 2p ^ (n + r) — (» i + y)\ 

I Iß - y)* {« - iß-y) ia-S) f/ 

+ a — , d + b — iq (1 + y) — (w + r) \ 

l (y -«)* iß- dj* ^ (y _ „) (^ _ d) / — 

I CB'‘ [AC^ + DB’^) — {AB‘ — BC^)\ 

\ (fl _/?)*+ (y _ d)* (y _ d) / = 

j BC‘ AB‘ [AB- ->r VH^) ~ l^AC* — BB'^)\ 

- J’)'^ iß - y) (« -'^) ' I ■ 

I AC^ DB'- [AB‘ Jp B(?) — [AB^ — €D'*)\ 

i(y _ af {ß- äf (y -c){ß~ ö) / = 

wn mit ab, AC. etc. die Kantenlängen des Fundamentaltelracders..4fiC/> 
liezcir.linel sind. 

im. Wir haben gesehen, dass für einen ciliptisdien Gentral- 
selmitl alle parallelen Schnitte äbnlicbe Ellipsen sind, und dass 
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der Schnitl der Tangeiileiiebeiie eine nneridiieli kleine ähnlirlie 
Kllipse ist. In gleielier Art iniissen, wenn der Cenlral- 
s^tlinill eine lly))erliel ist, die Schnitte aller parallc-. 
len Ebenen ühn liehe Hype ehe In sein und der Schnitt 
der Tangentenehene innss sich an! ein Paar gerade 
Linien redneieren, welche den Asyinptolen der Ceii- 
Iralhyperhel parallel sind. Aus der auf ein beliebiges Sy- 
stem conjngierter Durchmesser bezogenen (ileichung 

+ ’-r _ £ = 1 

ergiebl sich riir den dnrrh eine der a:z parallele Ebene 

■V = ß 

bestimmten Schnitl die Gleichung 


dieser Schnitt redncierl sich also fnr den Werlh 


ß = b’ 

auf ein Paar von geraden Linien. 

Solche gerade l>inien können nur auf dem Hyper- 
boloid mit einer Manlell'läclie existieren, weil für die 
Gleichung 


r 

6 '^ 


1 + f2 


die rechte Seite für keinen reellen Werth von z verschwinden 
kann. Es ist auch geometrisch evident, dass eine gerade Linie 
nicht auf einem Ellipsoid existieren kann, weil dasselbe eine ge- 
schlossene Fläche ist, und nicht auf einem Hyperboloid mit zwei 
Mantelflächen, als von welchem kein Tlieil in dem zwischen ver- 
schiedenen Systemen von zwei parallelen Ebenen enthaltenen Raume 
gelegen ist, während eine gerade Linie denselben doch durch- 
setzen muss. 

105. Wenn wir die Gleichung des II yperholoids mit 
einer Mantelfläche in die Form 

bringen, so liegt offenbar der Dnrcbschnitl der bei- 
d e II E h e n c n 

Saliiiün, Anal, d. HaurnfH. 9 
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(: - 7 ) ='(■-!)■ '(> :)=(■ + !) 

• ganz in der H'Iäclie desselben und wir erliallen daraus 
für verschiedene Werllie von k ein System gerader Li- 
nien in der Fläche; wir erhallen ein zweites System 
solcher (Geraden, indem wir den Itiirchschnitt der 
E 1) e neu 

(7-7)='('+.f)- 

betracht en. 

Oder in allgemeinerer Form: Wenn 

a = 0, ß z= 0, ;• = (». d = 0 

vier Ebenen re|)räsenliereii , so ist 

tty = ßd 

die (ileichimg eines Hyperboloids mit einer Mantellläche, welches 
erzeugt werden kann als der Ort der Systeme von geraden Linien, 
die durch die Gleichungen 

a = kß, ky = ä , 
a = kd, ky = ß 

repräsentiert sind. Wir imu'ken an, dass die Ehernen, welclie als 
ihren Hiirchschnitl die hetraclileteii Geu'adeii erzeugen, eiiLspre- 
eilende Ebenen zweier Büschel von gleichem Doppelsclinillverhält- 
niss sind, deren jedem zwei von den vier Flächen des Fundamen- 
laltelraeders als entsprechende Ebenen angeliüren. Ein Hyper- 
boloid mit einer iManlelfläche kann daher als derOrl 
der geraden Durch sclinillsl i n ien der entsprechenden 
Ebenen von zwei Büscheln von gleichem Doppel- 
schnillvcrliältniss angesehen werden. Wenn die Schei- 
lelkanteii beider Büschel sich dnrclischneiden , so degeneriert das 
Hyperboloid in einen Kegel, der jenen l'unkl zum Scheitel hat. 
In dem Falle der Gleichung 



können die geraden Linien der Fläche auch durch die Gleichungen 

— = — cos S sin 5, '/ = — sin 9 -F cos ö 

a c b c — 

repräsentiert werden. 
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In Erinnerung <in den Sdiluss des Artikels 94 > :ds >vu die 
Lage einer Sclinillelteiie diaraelerisierl ward , weldie mit der 
Fläche eine Parabel erzeugt, fügen wir fulgeiides hinzu. 

Olfeiihar muss nach dem Vorigen die Ebene eines para- 
holi scheu Sc Inn lies einer Erzeugenden des Asymptn- 
lenkegels parallel sein. Ehen diess ergieht sich aus der 
dort gerundencn Bedingung. Demi sie war 

< 1 ^ cos* (t = c* cos* y — 6* ros* (3 
und lässt sich in die beiden 


— ^ « cosß = c cosy + h i'mß, — k u cos« = r cosy — It vosß 

zerlegen. Sind aber cos «', cos ß\ cos y' die Richtungscosinus 
einer Erzeugenden des Asyinptutenkegels , so hat man 

cos* a' cos* y' cos* ß' 

a‘ e* 1/* 

und in analoger Zerlegung 

k cos a cos y cos ß" 1 cos a cos y cos ß' 

a <■ b ’ k a c b ' 

durch Multiplication der enl.sprechenden Zerlegungsformen somit 
— ros « cos «^ = cos y cos y + cos ß cos ß! 

C f b , 

+ cos y COS ß cos ß cos y , 

b C 

— COS « cos tt = cos y cos y + cos ß cos ß' 

^ a' 

— - cos y cos ß cos ß cos y; 


also durch Addition 

cos a cos «' + cos ß cos ß' + cos y ros y' = 0 , 
d. h. die Ebene des parabolischen Schnittes ist parallel der Er- 
zeugenden, wie hchauplet ist. 

106. Zwei beliebige gerade Linien des Hyperbo- 
loids, welche zu entgegengesetzten Systemen gehören, 
liegen in derselben Ebene. 

Betrachten wir die Leiden Linien 

« — A/S = 0 , Ay — (J = 0 , 

« — A'd = 0 . A'y — ß = 0, 
so sind sie beide oirenhar in dei' Ebene 

y* 
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a— Iß + kk'y - A'J == 0 
('iiUialten , weil diese (ileicliiiii^ in jeder der Fnrinen 
(« — kßl + k' {ky — d) = 0. 

(« - r<5) + k {k'y— ß) = 0 
gesrlirieben werden kann. 

Ks wird in derselben Weise erkannt, dass kein 1‘aar von ge- 
raden Linien des Hyperboloids, welrbe deinselben System ange- 
liören, in einer Kbene liegen könne; denn kein«' Lleicbniig einer 
Kbene von der Form 

(o — kß) + P (ky - ä) = (t 
kann mit der <ler andern Form 

(« — k-ß) + R’ (k’y - d) = 0 

lur versrbiedene Werthe von k und k' identisch werden. 

Auf dem nändirben Wege seben wir, dass die beiden gera- 
den Linien 


X z , . , 

— — — ros 6 — sin 5 . 

a c 

— = — ros 0 -F sin <P, 

a c 


■' = — sin 6 -F cos $, 

b C 


!/ 

b 


sin 0 — cos 0 . 


welche zu verschiedenen Systemen gehören, in der F>bene 

b 


^ cos ^ (6 -F ^ sin i (6 -F 0) 


= — cos ^ (9 — 0) — sin (5 — 0) 

enthalten sind. Diese Fbeiie ist parallel zn der zweiten Linie des 
ersten Systems 

*V Z 1J z . 

— = — cos 0 — sin 0, — = — sin <P -F ros , 

a c b c 

aber sie eiitbält sie nirbl; vielinebr ist die Gleic.bung einer durch 

diese Linien gebenden nnd zur vorigen parallelen Ebene 

^ cos i (5 + tP) -F sin i (9 + 0) 

= cos J (fl — tP) + sin J (9 — 0), 
also im absoluten Gliede von jener verscliieden. 
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Wir fügen noch folgende Erilwickelung hinzu. 

Die Coordinateii des Durchschnitlspunktes zweier Erzeugen- 
den verschiedener Systeme sind 

z cos <P -f cos 9 cos (<t> 9) 

c sin <1> -f sin 9 sin 9)' 

y sin ^ ((P — 9) 

b sin J (d> 9] ’ 

X __ cos ^ (<P — 9) 

a sin ^ (Ö -f- 9) 

Man hat daher 

^'2 + y'Z ^ ,'7 ^ 

/I* cos* ^ (<t> — 9) -j- 6* sin* j (<P — 9) -j- cos* 4 (<P -f- 9) 
sin* 4 (<P + 9) ’ 

was mit der Beditigiing des Parallelismus 
sin 4 ('S + 9) = 0 

ühereinstimmt. 

Die Erzeugenden sind orthogonal, wenn 
n* cos <P cos 9 — 6* sin d> sin 9 + c2 _ q 
ist ; und diese Relation geht durch geometrische rmformuiig in 
0* 6* c* = 

fl* cos* 4 (tp + 9) -f fo* sin* 4 (<P - 9) + c* cos* 4 («p -f- 9) 
sin* + 9) 

über, so dass 

fl* + 6* -p c* = x"^ I/”* i'* 

ist: Oder der Ort der Du r ch sc h 11 iltspu n k te orlhogo- 
Haler Erzeugenden ist der Schnitt der Fläche mit einer 
c 0 n c c n t r i s c h e II Kugel. 

Beispiel. Welches ist der geometrische Ort des llurchschnittspunk- 
les der Erzeugenden des Hypcrholoids 



die den conslanteii Winkel <p mit einander einschlicssen? 

Wenn a die Oenlraldistanz eines Punktes der fraglichen Art be- 
zeichnet, so kann die Gleichung des Hyperboloids in der Form 

?! j. ^ 

'2 » t '2 -'2 ^ 

dargestelll werden , und man hat die Relationen 
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„’s ^ S 2 __ „2 ^ ^2 — ^2^ 2 _ j-2 ^ y7 ^ j2^ 

6 t r 
f* 

abr = + {Vlt«I. für das LcUlcre Arlikel 

^ €t* ^ fc' C‘ 

und erhält für x = u die Erzeugenden, die sieh in jenem Punkte schnei- 
den , durch 

y — ± -I 


dargestellt , so dass 


2b’c + 2nh< 


l/-l + 

^ «' T c* 


x‘ 4- y* + 1* — («* + 1>‘‘ -H c‘) 


ihren Winkel hcstimint. Für einen gegehon Winkel erhfdt man daher den 
Itiirchschnilt des llyperlmluids mit einer Fläclie vierten (Irailcs als den 
fraglichen Ort. 

Dem Wertlie q> — 'JO® entspricht 

X* y* -f- I* = + h* + c*. 

wie ohcii. 

Für das hypcrholi.scheParahuloid ist der dem allgemeinen Falle ent- 
sprechende Ort ein Ilypcrholoid und in dem rechten Winkel entspricht eine 
zur Achse normale Ehetic, also eine Ilyperhel; für a = b ist sie die Tan- 
gentcnchone im Scheitel und der Ort degeneriert in zwei Gerade. 

107. "ir haben gesehen, dass jetle Tangentenelicne des Hy- 
perboloids mit demsellieii zwei gerade Linien gemein lial, welche 
sich im ßerfilirungspunkl durchschneiden, und dass sie die Flüche 
in keinem andern Punkte berührt. Wenn wir durch eine 
dieser (ieraden eine beliebige andere Ebene legen, 
so schneidet diese die Fläche noth wendig in einer 
andern geraden Linie und berührt sie in dem Punkte, 
in welchem diese Linie jene erste durchschneidet. 

Umgekehrt enlhrdt die Tangenlenebene einer Fläche in jedem 
Punkt einer geraden Linie derselben nolhwendig diese Gerade, 
aber sie ist für jeden andern Punkt dieser (ieraden eine andere. 
Wir erkennen diess aus der Relrachlung der Fläche 


x<p i= ytp, 

welche die Linie xy enthält und wo 

(p = 0, tp = 0 

Ebenen repräsentieren — obgleich der Beweis ebenso gültig bleibt, 
wenn (p, ip Functionen von beliebigem höheren Grade sind. Wir 
bestimmen mittelst der allgemeinen Gleicliimg der Tangentenebene 
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, -.dü' ^dV 

Hi' + 

diejenige der Tangentenebene des Punktes 

.r = 0, y — 0, I = s' 
und finden als ihre Gleichung 

xq>' + y^' = 0, 


dz 


= 0 


wenn <p' und die Resultate der Substitution dieser Coordinaten 
in die Polynniiie cp und bezeichnen. Oflenbar variiert diese 
Ebene mit dem Werthe von z' und man erkennt leicht, dass 
die Reihe der Berührungspunkte und das Büschel der 
Tangentenebenen von dem nämlichen üoppelschnitt- 
vcrhältniss sind. 


In dem Falle des Kegels gestalten sich diese Verhältnisse 
anders. Jede Tangentenebene schneidet die Fläche in zwei zu- 
sammenrallenden geraden Linien und in Folge dessen ist iür alle 
Punkte derselben geraden Linie die Tangentenebeue die nämliche 
und berührt die Fläche längs der ganzen Erstreckung dieser Linie. 

Und allgemeiner, wenn die Gleichung einer Fläche von der 
Form 

xcp + y'^ 1p = 0 

ist, so ergiebt sich genau wie vorher, dass die Tangentenebene 
in jedem Punkte der Linie .ry mit 

a: = 0 

zusammcnrällt. 

Die Projcctionen der geraden Linien des Hyperboloids mit 
einer Mantelfläche auf die llauptebeiien sind Tangenten seiner ent- 
sprechenden llauptscbnitte. 

108- Es ward im Artikel 1Q4 gezeigt, dass die beiden geraden 
Linien, in welchen die Tangentenebene ein Hyperboloid schneidet, 
mit den Asymptoten des parallelen Centralschnittes von gleicher 
Richtung sind. Da aber diese Letzteren oflenbar Kanten des 
asymptotischen Kegels der Fläche sind, so ist jede gerade Linie 
au! einem Hyperboloid zu einer der Kanten seines 
Asymptotenkegeis parallel. Man erkennt auch daraus, dass 
nicht irgend drei solcher Geraden zu derselben 
Ebene parallel sein können, weil unter dieser Voraussetzung 
eine parallele Ebene durch das Centrum den asymptotischen Kegel 
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in «Iri-i Katileii Rchiieidcn nifisslc wfthrrnii ilorsi'll)« doch nur ein 
Kegel zweiten (jrades ist. 

lü'.t. Jede gerade Linie des ersten Systems schneidet, wie wir 
hewiesen haben, alle geraden lanien des zweiten Systems. 

Daher kann nmgekehrt die Fläche als durch die 
Bewegung einer geraden Linie erzeugt angesehen 
werden, welche eine gewisse .\nzahl fester gerader 
Linien stets durchsc.h neidet*). 

Wir bemerken zuerst, dass die Bewegung einer geraden Linie 
durch drei Bedingungen reguliert sein muss , wenn durch dieselbe 
eine Fläche erzeugt wenlen soll. Denn da die Gleichung einer 
geraden Linie vier Constanten enthält . so würden vier Bedingungen 
die Lage derselben vollständig bestimmen. Durch eine Bedingung 
weniger ist die Lage der Linie nicht bestimmt, aber doch so be- 
grenzt, dass die Linie stets auf einer gewissen Ortslläche liegen 
muss, deren Gleichung man wie folgt bestimmen kann. Für 
X = mz jj, y = tn q 

als die allgemeinen Gleichungen der geraden Linie begründen die 
Bedingungen der Aufgabe drei Belalionen zwischen den Constan- 
m, n, p, q; zwischen diesen Belationen und den beiden Gleicli- 
imgen der geraden Linie als fünf Gleicbungen kann man die vier 
Grössen m, ;i, 9 eliminieren und die dadurch erhaltene Gleich- 

ung in X, y, I ist die Gleichung des gesuchten Ortes. 

Oller wir schreiben die Gleichungen der geraden Linie in der 
Form 

•r — X y — y r 

cos a cos ß cos y 

und erhalten aus den drei Bedingungen drei Belationen zwischen 
den Constanten x', y, z\ a, ß, y; eliminieren wir dann zwischen 
diesen die Grössen a, ß, y, so ist die resultierende Gleichung 
in x', y, z' die Gleichung des fraglichen Ortes, weil {x\ y, z') 
einen beliebigen Punkt der geraden Linie bezeichnet. 

*) Mau nenut eine Fläche, <tic durch Bewegung einer gerndeu Linie 
erzeugt werden kann, eine Regelfliiche; dieaclbo heisst insbesondere 
d e VC lop pabcl ode r abwickelbar, wenn jede erzeugende Gerade 
durch die nächstfolgende geschnitten wird, und sie heisst windschief 
(Skew, ganche), wenn diess nicht der Fall ist. Das Hyperboloid mit einer 
Mantcldächc gehört zur letzteren, der Kegel zur erstoren Klasse. 
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Wir sehen daraus, dass die Aufgabe eine völlig 
bestimmte ist, welche verlangt, eine Fläche zu fin- 
den, die durch eine gerade längs dreier fester gera- 
den Linien*1 sich bewegende Gerade erzeugt wird. 
Denn indem wir nach Artikel 40 die Bedingungen ausdrücken, 
unter welchen die bewegliche jede der festen Geraden schneidet, 
erhalten wir die drei nothweiidigen llelal Ionen zwischen m, n, p, q. 
Wir erkennen auch auf geometrischem Wege, dass die Bewegung 
der geraden Linie durch die gegebenen Bedingungen vollständig 
geregelt ist. Denn eine gerade I.inie ist vollständig bestimmt, 
wenn sie durch einen gegebenen Funkt gehen und zwei feste ge- 
rade Linien schneiden soll, weil der feste Punkt mit jeder der 
beiden geraden Linien eine Kbcne und der Durchschnitt dieser 
Ebenen die fragliche Gerade bestimmt. Wenn sich nun der Punkt, 
durch welchen die gerade Linie gehen soll, selbst längs eitler 
dritten festen Geraden bewegt, so erhalten wir der stetigen Beihe 
seiner Lagen entsprechend eine stetige Beihe von geraden Linien, 
deren Vereinigung die Ortsfläche bildet. 

Die vier Normalen, welche von den Eckpunkten eines Tetraeders auf 
die gegenüberliegenden Seilenllacheu gennil werden, sind Erzeugende 
eines Ilyperlioloids mit einer M.inteinitche. 

Denn die Pmjectinnen von dreien unter ihnen auf die Ebene der 
Ecken, von denen sie ausgehen, schneiden sich in einem Punkte, die in 
ihm auf dieser Ebene crricbti-le Normale schneidet also jene drei Höhen 
und ist der vierten parallel , also eine Erzeugende jenes Hyperboloids. 
■Man bat so vier Erzeugende der zweiten .\rl, die denen der ersten respec- 
livc parallel sind, und leitet daraus das Centrum ties Hyperboloids leicht 
all. Dasselbe liegt iiiil dem Schwerpunkt des Tetraeders und mit dem 
tienlrum der ihm uingeschriehenen Kugel in einer Geraden. 

110- Wir gehen hiernach an die Lösung der gestellten Auf- 
gabe: Die durch eine drei feste gerade Linien stets 

schneidende bewegte Gerade erzeugte Fläche zu be- 
stimmen. 

Zur möglichsten Abkürzung iler Arbeit untersuchen wir zuerst, 
welche Wahl der Goordinatenachsen am meisten geeignet ist, die 
lileichungen der festen geraden Linien in iler möglichst einfach- 
sten Form zu geben. Wir erkennen sogleich, dass es am passend- 
sten sein muss, die Achsen respective parallel den drei gegebenen 


*} Oder auch Curvcii beliebiger Art. 
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geraden Linien zu wählen — eine Wahl, die mir in dem heim 
llyiterbotoid mil einer Manlellläehe nach Artikel 108 niclil niög- 
lichen speciellen Falle nicht gctrolTen werden kann, wo die drei 
gegebenen lieraden einer und derselben Ebene ]tarallel sind; wir 
wollen diesem Falle iiu näcbsten Artikel eine besondere Fnter- 
suchung widmen. Dann kann mir noch die möglichst symmetrische 
Lage des Anfangsimnktes der Coordinaten fraglich sein. Wir er- 
halten aber ein l*arallelopijied, von welchem die gegebenen Linien 
Kanten sind, wenn wir durch je<le der drei geraden Linien Ebe- 
nen legen, welche den jedesmaligen beiden andern parallel sind 
und erkennen im Lentrum desselben jene möglichst symmetrische 
Lage des .Vnfangspnnktes; die durch dasselbe gebenden Parallelen 
zu Jenen (jeradeii sind die Coordinateiiachscn. Wenn 

a;— 4^«, ;= + c 

die Gleichungen jener drei Paare von Ebenen sind, so werden 
durch 

die drei festen Geraden repräsentiert. Die Gleichungen einer die 
beiden ersten von ihnen durchschneidenden geraden Linie sind 

z + c — l {y ~ b), z — c = fl (ar -f «), 
und dieselbe durchscheidel die dritte, wenn 

C -F flrt -F 

ist; die Einführung der Werthe von >l und fi aus den vorigen 
Gleichungen giebt 

c (a; -F «) (y — h) + n (y—b) (i — c) -F ö (i -F c) (.r -F o) = 0 
oder durch Rcduction 

nyz -F hzx -F exy -F ubc = 0. 

Durch .\nwendung der Kriterien des Artikel 81 erkennen 
wir, dass diese Gleichung ein Hyperboloid mit einer Man- 
telfläche repräsentiert, wie auch schon daraus geschlossen wer- 
den kann, dass sie nach der Voraussetzung eine Regelfläclie und 
nach ihrer Form eine Fläche zweiten Grades mit Cenlruin be- 
zeichnet. 

Die Auflösung der Aufgabe kann sodann in folgender Form 
gegeben werden. 
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Den Gleicbiingen der beweglichen Geraden 

t * * 

X — X \ß 1 / z — z 

cos o cos ß cos y 

ciitspreclieM al.s Dcdingiingcn des UurclisclniiUs mit den festen 
geraden Leitlinien 


y' “ 

- h 

z'+c 

cos 

ß ~ 

cos y 

— 

c 

X + a 

cos 

y ~ 

cos « 

f 

X — 

' a 

*J + b 

cos 

or 

cos ß 


Durch die Mulliplication dieser Gleichungen eliminieren wir 
a, ß, y und erhallen die Gleichung des Ortes in der Form 
{x — a) {1/ — b) (z — c) = (a: + fl) (1/ + b) (z + c) 
oder durch Reduclion 


ayz bzx -j- cxy + abc = 0, 
ganz wie vorher. 

Die Frage liegt nahe, unter welchen Dedingungen vier 
Gerade i in Raume Erzeugende d e s $ e I h e n Hyperboloids 
sind; wir deuten ihre Lösung an, indem wir die Gleichungen der 
vier Geraden durch 

X — yjZJlJ = Ln L (i 

cos ßi cos y,- 


1 . 2 , 3 . 4 ) 


cos «, 

bezeichnen. Di? Aufstellung der vier Redingungsglcichungen ihres. 
Durchschnitts mit der Geraden 


X — fl y — h z — c 
cos a cos ß cos y 

und die Elimination der sechs dadurch eingeffihrlen Grössen zwi- 
schen ihnen liefert die Bedingungen in Gestalt einer Determinante 
wie folgt. Ist 

Ai = y, cos y, — z, cos ßi, ßi = Zi cos «, — .r, cos y,, 

Ci = Xi cos ßi — y, cos or, , 
so ist die Bedingung 



^1- 


cos (ir, , cos ß, , cos y, 1 


B,. 

C 2 , 

cos «j , cos ßj , cos yj 1 

A^ » 

B„ 


cos «3 , cos ß^ , cos y. 



C4. 

cos or., , cos ß, , cos y, | 
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und sie redurierl sich auf die drei einfachen Determinantenrela- 
tionen i 

(^i, cos «2, COS/S3, COS y,) = 0, 

{B^, cüSttj, vos ß.f, cos y,l = 0, 

(C, , coscfj, cos jSj, cos y,) = 0. 

Eine allgemeinere Lösung des Problems ist endlich 
diese: Man denke die beiden ersten geraden Linien als Durchschnitte 
der Ebenenpaare 

a = 0 . ß = 0 ; y = 0. d = 0: 
so können die C.leichungen der dritten in der Form 
K = ^y Bä, ß = Cy + BS 
dargestellt werden und die bewegliche Gerade hat als gemeinschaft- 
liche Transversale für die ersten beiden Linien die Gleichungen 
a = Xß, y = ja d. 

Die Substitution dieser Werthe in die Gleichung der dritten 
liefert die Bedingung, unter welcher sie auch von dieser geschnit- 
ten wird, in der Form 

+ B = X (C/i + D], 

und die Elimination von A und fi zwischen dieser Gleichung und 
den Gleichungen der beweglichen Geraden giebl die Gleichung der 
Ortsiläche ' I 

ß (Jy + Bö) = « (Cy -|- Dd). 

Die oben aufgeworfene Frage nach der hyperboloidischen Lage 
von vier Geraden lässt sich im Anschluss an das System der tetrae- 
drischen (Koordinaten leicht in einfacherer Form beantworten, wenn 
man jene als durch die Ecken des Fundamentaltetraeders gehend 
voraussetzt. .Mit Beibehaltung der vorigen Bezeichnungen können 
dann die Gleichungen der vier Geraden geschrieben werden 

— A 

"12 “la “11 

a y 3 I 

“21 • ®2.a <*24 

aß d 

"31 "32 “34 

— A — 1. ; 

'*41 «42 **43 

wenn die drei durch die Ecke 

(3 = y = d = 0 
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des Fiindameiitallelraeders narli den drei letzlen Geraden gehen- 
den Ebenen 

y 6 • d ^ ß y 

«23 «2^ o.,2 "tj "43 

durrii eine und dieselbe Gerade geben, so ist die Bedingung er- 
füllt und diese Gerade eine Erzeugende des zweiten Systems; diess 
findet aber statt für 

^23 ^ 32 ’ ^^34 ^^- 43 » ^*42 ^21 

lind die fraglielie Erzeugende des zweiten Systems ist durch 

«.„/? = «24>' = "23<* 

gegeben. Die Betrachtung der andern Eckpunkte des Fundamen- 
laitetraeders giebt analoge Bedingungen; die vier ursprünglichen 
Geraden haben also Gleicbiingen von der Form 


1 


V _ 

d 

«12 


«13 

«11 

y 


6 _ 

a 

«23 


«21 

«12 

d 



a 

£ 

«2.3 

«34 


«13 

a 


1 _ 

L 

«14 


«24 

«34 


und die durch dieselben Ecken des Tetraeders gehenden Erzeu- 
genden des zweiten Systems sind dann durch 


«34^ 

= «24 y = 

«23 d. 

«14^ 

= «13^ — 

«34«. 

«12 d 

~ «2 t« = 

»uß> 

«23« 

11 

11 

«i2y 


dargestellt. Man beweist von diesen Gleichungen aus sehr einfach 
diese Sätze: Wenn die Eckpunkte zweier Tetraeder auf vier liyper- 
boloidischen Geraden liegen, so sind auch die Durchscbnittslinieii 
entsprechender Telraedertlächen hyperboloidisch*). Wenn die 
Durchschnittslinien entsprechender Flächen zweier Tetraeder vier 
hyperboloidische Gerade sinil , so liegen auch die entsprechenden 
Ecken derselben auf vier hypcrboloidiscben Geraden**). 


•) Vergl. Cayley, „Quarterly Jonrnal“ Vol. I, p. 10. 

*•) Vergl. Hermes „l'eber homologe Tetraeder“ im „Journal für die 
r. 11 . a. Math.“ Bd. 60,p. 221. 
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Für die Gleichlieiten 

“u":;4 = "i3"-.‘4 = "u“s3 

fallen die Erzeugenden des ersten und zweileii Systems zusammen 
lind das llyperboloUl rediuiert sicli auf einen Kegel. 

Ule Höllen des Tetraeders können diircli die Gleichungen 

cos (ß, a) cos (y, a) cos (d, a) 

y d g 

cos (y./J) ~ cos (d;'^'j “ cos(a./3)’ 

d _ « _ ß 

cos (d, y) cos (a, y) cos {ß, y) 

a ß y 

ros (a, d) c.os {ß, d) cos (y, d) 

respective dargestellt werden, wenn man durch (g, ß] etc. die 
Winkel der Tetraederfläclien g = 0, ß = 0, etc. bezeichnet 
(Vergl. „Analvl. Geom. d. Kegelsch.“ Artikel 56, Aiifg. 3), sie 
sind also hypM boloidische Gerade. (Artikel 109.) Aber das Vorige ^ 
zeigt, dass die Geraden 

ß cos (y, d) = y cos (|3, d) = d cos (ß, y), 

y cos (d, a) = d cos (y, g) — g cos (y, d), 

d cos (g, ß] = g cos (d, ß) = ß cos (d, g). 

a cos {ß, y) = ß cos (g, y) " y cos (g, ß) 

die vier Erzeugenden der zweiten Art sind, welche lon den Elken 
des Tetraeders ausgeben; und die Jorm der Gleichungen zeigt, 
dass sie die Hurchschniltslinicn der drei Ebenen sind, welche in 
jeder der dreiseitigen Ecken des Tetraeders durch eine Kante nor- 
mal zur gegenüberliegenden Seitenllache gehen. Man hat daniil 
acht Erzeugende desselben Hyperboloids. 

Dem Falle des Kegels entspricht die Relation 

cos (a,ß) cos (y, d) = cos (g, y) cos (ß. d) 

= cos (g, d) cos (|S, y). 

Ebenso sind die acht Geraden 

ß sin (y, d) = y sin (^, d) = d sin (ß, y ) , 
y sin (d, g) = d sin (y. g) = g *'•' 
etc., 

ß ^ ^ , 

sin (ß, a) sin (y, a) sili (d, g) 
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y 6 tt 

sin (y. ß) sin (d, ßj sin (o, ß) ' 
welclie für 

sin (a, ß) sin (y, d) = sin (a, y) sin (ß, d) 

= sin (a, ä) sin (ß, y) 

paarweise /.iisaininenfallen , Erzeugende desselben IlyperboliHds;- 
inan erkennt in den ersten die Geraden, von denen jede die llureh- 
selinittslinie der drei Kliencn einer dreiseitigen Ecke ist, welche 
eine Kante mit der llalliierungslinie des gegeiinberliegeiiden Kanten- 
wiiikels verbinden, in den zweiten aber die vier (leraden von denen 
jede eine Ecke des Tetraeders mit dem Eenirnm des eingesebrie- 
benen Kreises der Eegenfläcbe verbindet. 

111. Aus der im Artikel 105 auseinander gesetzten allge- 
meinen Tbeorie erhellt, dass das byperboluidisclie l‘ara- 
boloid auch gerade Linien enthält, die ganz in der 
E lache liegen. Itiiin die ('■leicbuiig 

z 

— r- = - (Artikel 83) 
fr b-c 

ist in der allgemeinen Eorin 

ay = ß 6 • 

entballen und die Flädie enthält daher die beiden Systeme von 
geraden Linien 



Diese beiden (ileicbungen zeigen, dass jede der geraden 
Unieii in der Fläclie parallel zu dei- einen oder der andern der 
beiden festen Ebenen 


sein muss, und diess bezeicimet eine wesentliche Verschiedenheit 
zwischen den geraden Linien des Paraboloids und des Hyper- 
boloids. (Vergl. Artikel 108.) Im Uebrigen wird, wie im Artikel lOG 
bewiesen, dass jede gerade Linie des einen Systems jede des an- 
dern durchschneidet, während zwei gerade Linien des nämlichen 
Systems sich nicht durchsclmciden. 

Wir wenden uns hiernach zur Auflösung des umgekehrten 
I’rohlems, d. h. zur Beslinimung derjenigen Fläche, wel- 
che durch eine längs dreier festen zur nämlichen 
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Ebene parallelen rieradcii fortbewegle gerade Linie 
erzeugt wird. Wir denken die Ebene x;/ als parallel den drei 
l'esten Geraden und die Achsen x und y insbesondere als parallel 
den beiden ersten unter ihnen , so dass ihre Gleichungen sind 
a; = 0, I = «; y — 0, j /<; x = my , z z= c. 

' Dann sind die Gleichungen einer die beiden ersten schnei- 
denden geraden Linien 

a- = A (r — n), y — fi (z — b), 
und die.selbe dnrschneidel /iigleich die dritte, wenn 
>l (c — fl) — m y (c — b) 
ist. Daraus entspringt als die Gleichung des Uites 

{fl — c) X (t — b) = {b — c) y (l — fl) , 
welche ein hy|terholisches 1‘araholoid repräsentiert, weil das von 
den Gliedern zweiten Grades gehihlete I'nlynoin in zwei reelle 
Facloren zerleghar erscheint. 

ln derselben Art können wir die Fläche nnlersnchen, w el- 
che durch eine gerade Linie erzeugt wird, die hei 
ihrer Bewegung längs zweier fester Geraden einer 
festey Ebene stets parallel bleibt. Sind jene Linien durch 
X = 0. z = II ; y — 0, i = — « 
und ist die feste Ebene durch 

X cos o -F y cos ^ -|- « cos y = p 
dargcstellt, so sind die Gleichungen einer geuieinschaftlichen Trans- 
versale jener beiden 

X = k {z — a), y = (z -F o) 
und die Bedingung ihres Darallelisinns inil der festen Ebene ist 
ros y -F A cos o -F ,u cos ß = 0, 
so dass die Gleichung des fraglichen Ortes in der Form 

cos y (i* — -F X cos o (i -F o) -F y cos ß {z — a) = 0 
erhallen wird, welche ein hyperholisches Paraboloid darstellt, weil 
das Polynom der Glieder vom zweiten Grade in zwei reelle F'ac- 
toren zerfällt. 

Ein hyperbolisches Paraboloid ist die Grenze 
eines Hyperboloids mit einer Mantelfläche, für wel- 
ches die erzeugende Gerade in einer ihrer Lagen 
ganz in unendlicher Entfernung liegt, wie sich diess auch 
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schon aus dem Parallelismus derselben zu einer festen Ebene er- 
giebt, als deren unendlich entfernte Gerade jene Lage betrachtet 
werden kann. 

Wir sahen im Artikel 104, dass eine Ebene, eine Fläche 
zweiten Grades berührt, wenn sie sie in zwei reellen oder ima- 
ginären geraden Linien sclineidct und im Artikel 83, dass ein 
Paraboloid durch die unendlich entfernte Ebene in zwei reellen 
oder imaginären geraden Linien gescbnitteii wird; wir schliessen 
daraus, dass jedes Paraboloid durch die unendlich ent- 
fernte Ebene berührt wird. 

Beispiel. Eine gerade Linie, welche sich fihcr zwei feste Gerade s» 
bewegt, dass sie mit ihnen stets gleiche Winkel bildet, erzeugt einhyper- 
boli.sches Paraboloid ; denn sie bleibt der Halbierungsebene des Winkels 
beider Geraden parallel. 

112. Vier gerade Linien des einen Systems bestim- 
men in allen geraden Erzeugenden des andern Sy- 
stems Pnnktrcilien von gleichem |)up|>elschnittver 
h ä 1 1 n i s s. 

Denn durch jene vier Geraden und eine sie alle durchschnei- 
dende fünfte werden vier Ebenen bestimmt, welche ein Düschel 
bilden; daher wird jede andere jene vier dnrchschneidende Gerade 
in constantem Doppelsrlinittverbältniss getheilt. (Artikel 33.) 

Wenn umgekehrt zwei einander nicht dnrchschneidende ge- 
rade Linien in Reihen von Punkten hoinograplnsch, d. i. nach 
gleichem Doppelschnittverhältni.ss (projectiviscli) gelheilt werden, 
so sind die geraden Verbindungslinien entsprechender Punkte bei- 
der Reihen Erzeugende eines Hyperboloids mit einer Mantellläcbe. 

Wir stellen die beiden gegebenen Geraden durch 

« = (), (5 = 0; y=0, (5 = 0 
dar und denken sie durch die feste Gerade 
a = l’ß, y = p! 6 

geschnitten; dann muss, damit eine beliebige andere Linie 

“ = y = 

homographische Theilungen in ihnen bestimme, die Relation 

1 p 

k' = p' 

erfüllt sein. Aus der Elimination von 1 zwischen ileii Gleichungen 

SalntoTk^ \tiaY. il. Knuni»*«. 10 
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a — Xß, X'y = fi'lä 
folgt aber die Gleichung 

X' ßy = fl aö 

als Gleichung des Ortes. 

niese Gleichung oder nach der Division mit ft' 
aö = xßy 

enthält in der Besliromung der vier Eheneii 

a = 0, ß = 0, y = 0. Ö = 0 

vier willkürliche Goiistanleii, als Ausdruck der L'iiheslimmtheit der 
Beziehung dieser vier Ebenen zur Fläche. Sic ist in dem Salze 
ausgesprochen: Durch zwei Paare gegen über liegender 

Kanten eines Tetraeders gehen unendlich viele Flä- 
chen zweiter Ordnung: in Bezug auf alle diese Flä- 
chen ist jede der beiden Kanten des dritten Paares die 
Polarlinie der andern. Von hier aus ist der BegrifT eines 
Tetraeders leicht zu gewinnen, welches einer Fläche zweiten Gra- 
des zugleich eingeschrieben und umgcschrichcn' ist. Mau kann 
dieselben drei Kantenpaarc auch als Seiten und Diagonalen eines 
windschiefen Vierseits ansehen. 

Beispirl. Die gerade Verbindungslinie der Mittcl|iunkte der Diago- 
nalen dic.scs windschiefen Vierecks ist der Ort der Centra aller dieser 
Hyperboloide. 

Wenn wir an Artikel 32 f. erinnern . so erhalten wir zugleich 
die folgende Interpretation derselben Gleichung: Der geome- 

trische Ort solcher Punkte, für welche das Product 
der Entfernungen von zwei festen hihenen zu dem Pro- 
duct ihrer Entfernungen von zwei andern festen Ebe- 
nen in constantem V erhält n iss steht, ist eine Fläche 
zweiten Grades, welche «lie Durchschnittslinie der 
beiden ersten mit den beiden letzten Ebenen ganz ent- 
hält. Ein Punkt der Fläche, welcher in keiner von jenen Ebe- 
nen liegt, reicht zu ihrer Bestimmung weil zu der von x hin. 
In der Thal ergänzt er die vier Ecken und die vier überdiess in 
den Seiten gegebenen Punkte des windschiefen Vierecks zu der 
Zahl von neun Punkten. 

Man kann die. Tangentenebene der Fläcbe in diesem Punkte 
leicht erhalten; er bestimmt mit jedem der beiden Gegenseiten- 
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paare des Vierecks ein Ebenenpaar, dessen Durchscimillslinie eine 
Erzeugende der Fläche ist; die Ebene dieser beiden Erzeugenden 
ist die gesuchte Tangenteneheiie. Aus der gegebenen Tangenteu- 
ebene bestimmt sich ebenso leicht ihr Berfilirungspunkt in der 
Fläche. 

Wenn wir in der allgemeinen Gleichung 
ad = otßy 

specielleliestimniungen einführen, so ergeben diese fernere 
Resultate. So entspricht der Form 

= * (^ + /) (/3 - /). 

in der nur noch zwei unbestimmte Conslanteii bleiben, und in der 
an die Stelle der willkürlichen Ebenen 

jS = 0, y = 0 

die parallelen Ebenen 

|3 + / = 0, ^ — Z = 0 
getreten sind, das Folgende; Die Linie 
« = 0. i5 = 0, 

die eine Diagonale des windschiefen Vierscils, ist 
ein Durchmesser der Fläche, weil die andere 
^ = 0, ß — l = 0 

unendlich entfernt ist. Die Durchschnitte der Seiten- 
paare 

« = 0, + Z = 0; d = t», p -f Z = 0 

a = 0. /3 — Z==0; d = 0. |3 — Z == 0 

sind die Berührungspunkte der par a llel eii Ta ngeii I e li- 
eb e ii c n in den Enden jenes Durchmessers. Die Ebenen 

« = 0 , d = 0 

berühren die Fläche in unendlicher Entfernung. 

Wir wollen endlich nur noch eine Folgerung der allgemeinen 
Gleichung 

ad = ßy 

— wir denken die Coustanle implicite — hier anschliessen. Die 
g e r a d e n L i n i e n 

0 = 0 , y = 0 : (!) 

a = 0. ^ = 0; (2) 

a = ß, 6 — y: (H) 

10 * 
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5 = 0, y = 0: (4) 

5 = 0. /J = 0; (5) 
d = ß, a = y; (0) 

I i «• g « n s ä ni III 1 1 i r li auf de r P’ I ä c li e und li e s t i iii men jede 

mit der iiächslfnlgeiiden sechs Pi Itenen, die wir zu Paa- 
ren geordnet darstelleii, wie folgt; 

ß = 0: (12) « = (3; (23) d = y; (34) 

5 = 0; (45) d = ß; (56) «r = y. (61) 

Aus der Bemerkung, dass durch Snhiraction der rihereiiiaiider- 
slehenden Gleichungen dieser Gruppe gleichniässig 

ß = 5 

erhalten wird, schliessen wir den Salz: Die drei Paare von 

P^lieneii, w elche durch je ein Paar benachbarter Seiten 
eines auf einer P' lache zweiten Grades gelegenen 
Serhsseits und die ihnen gegenüberliegenden be- 
st i mint sind, schneiden sich in drei geraden Linien in 
derselben PI bene. 

113. Dem Palle, wo die Ebene 
y = 0 

iiiieiidlich entfernt ist, somit ihr analytischer .Aus- 
druck auf eine Gonstante und die Gleichung der P'l.ä- 
cbe auf die P'orin 

ß 5 = X ß 

redncierl wird, entspricht das byperboliselie Pa ra- 
hn loid. Die P^bciie y ist mit den beiden Geraden 
ß = 0, y 0; 5 = 0, y = 0 
in unendlicher Paitfernung und das Viereck auf die beiden Ge- 
raden 

ß = 0, |3 = 0: 5 = 0, (3 = 0 

redncierl. Die so gegebene Gleidinng enibidt zwei iiberscbüssige 
Gonstante, die beiden Pdienen 

ß = 0, 5 = 0 

stehen also in einer Beziehung zur P'läche, welche sie mit einem 
beliebigen Paare ihrer parallelen Ebenen gemein haben: die llicb- 
tuiig ihrer Durchsihniltslinie aber ist die der Durchincsscr 
des byperboliseben Paraboloids. ^ehInen wir eine Taii- 
gentenebene der P'läcbc 
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^ = 0 

willkürlich an, so sind durch ihre Ünrchschnitlslinien niil der- 
selben lind einem lieliehigen iniler ihren Unrehmessern zwei Ebenen 

n = 0, d rr:: 0 

besliinnU. Soll die gewählte Tangenlenehene auf der Dnrehmesser- 
richtnng normal sichen , so ist die Uarsleihnig der Fläche durch 
die helrnchtelc (lleiciiungsrorni vollkoinnien heslimml, denn jene 
Eonslanlen sind es. 

In dein Falle des hyperbolischen I'araholoids 
schneiden alle geraden I.inien des einen Systems die 
des andern in einem cunslanlen Verhällniss. 

Denn da die Erzeugenden alle derselben Ebene parallel sind, 
so können wir durch irgend drei von ihnen Parallelen zu dieser 
Ebene legen und der Satz, den wir aussprechen, ergiehl sich ans 
der elementaren Wahrheit, dass alle geraden Linien, welche drei 
parallele Ebenen schneiden, von ihnen in conslanlein Verhällniss 
getheill werden. 

Man schliesst ihn auch aus der Existenz einer ganz in unend- 
licher Entfernung liegenden Erzeugenden in jedem der beiden 
Systeme; denn ans ihr ergiehl sich, dass in den homographischen 
Theihingen, welche die Linien des einen Systems auf denen des 
andern bestimmen, die unendlich entfernten Punkte einander ent- 
sprechen: nach der INaliir des Doppelschnitlverhällnisses reducierl 
sich dasselbe dadnreb auf ein einfaches Verhiältniss. 

Wenn uingekehrl zwei begrenzte einander nicht 
schneidende gerade Linien in gleiche Anzahlen glei- 
cher Tbeile getheill werden, so sind die geraden Ver- 
bind u ngsli nien entsprechender Punkte beider Thei- 
I II II ge II die Erzeugenden eines hyperholisclien Para- 
holoiils. Man kann hiernach, wie auch in dem Falle des 
llyperholoids mit einer Maiitellläche, die Form der Fläche leicht 
durch gespannte Fäden dem Auge anschaulich machen. 

Fiii diess hinsicbtlich des hyperholisclien I’araholoids direct 
zu hew eisen , denken wir die gerade Linie , welche zwei entspre- 
chende Endpunkte der Geraden verbindet, als Aebse der x und 
die Achsen der y und der z als eben diesen (leraden parallel, 
zugleich so, dass die Ebene xy die Piiitfernung zwischen ihnen 
halbiert. Sind dann die Längen der gegebenen Linien n und h, 
so sind die Coordinaten zweier entsprechender Punkte 
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z = c, X = fifi, y = 0: 

J = — c, X — 0, y = nb, 

und die Gleichungen der sie verbindenden Geraden 
X y 

— + - = u, 2cx — ftaz = fiac, 
a b 

so dass durch Elimination von (i zynischen ihnen die Gleichung 
der Orlsfläche in der Form 

2cx = a(z + c) + I) 

hervorgehl, die in der Thal ein liyperbolisches Paraholoid reprä- 
sentiert. 

Man kann dieser proportionalen Theilung zweier Erzeugen- 
den des hyperbolischen Paraboloids und der entsprechenden homo- 
graphischen des Hyperboloids eine interessante Ausdrucksfonu 
geben, wenn mau an die einrachen graphischen Operationen erin- 
nert. durch welche solclie Theihingen erzeugt werden. 

Wenn wir ein ebenes Strahlcnbüschel durch zwei 
gerade Linien scli neiden und diese dann im Räume in 
eine beliebige l.age bringen, so sind die Verbindungs- 
linien der entsprechenden Punkte der beiden auf 
ihnen bestimmten homographischen Theiliingen die 
Erzeugenden eines Hyperboloids der einen Art, für 
welches die beiden Geraden selbst zu den Erzeugen- 
den der andern Art gehören. Hie Punkte, — je einer 
in jeder der beider Geraden — welche den unend- 
lich enlfertilen Punkten der jedesmaligen andern Ge- 
raden entsprechen, bilden die Endpunkte eines Durch- 
messers der Fläche. 

War das Strahlenhüschel speciell ein Büschel von Parallelen, 
oder waren, wenn diess nicht slattfand, die beiden gegebenen 
Geraden einander parallel, so entsteht ein hyperbolisches Para- 
boloid. 

Verändert man die Lage der beiden Geraden nur innerhalb 
ihrer Ebene, so entsteht bekanntlich durch die Verbindung der 
entsprechenden Punkte ein Kegelschnitt. 

Die analoge Verwandlung für zwei beliebige Erzeugende der- 
selben Art eines Hyperboloids bringt stets eine Fläche derselben 
Art hervor. 
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114. Man soll die Bedingungen finden, unter de- 
nen die allgemeine Gleichung eine Uindrehungsfläche 
d a r s l e 1 1 1. 

In diesem Falle kann nach Artikel 80, 81 die Gleichung der 
Fläche, sofern sie zu den Ccntralflächen gehört, auf die Form 



und nenn diess nicht ist, auf die Form 

, y* _ 2z 
a’ c 

gebracht »erden; wenn also das Folynom der höchstpotenzierlen 
Glieder auf die Summe der Quadrate von drei rectangulären Coor- 
dinaten redneiert wird, so sind die Coefficienten von zweien der- 
selben einander gleich. Es erhellt daraus, dass die geforderte 
Bedingung erhalten wird, indem man die Bedingung bildet, unter 
welcher die cubische Gleichung der Discriminante gleiche Wur- 
zeln bat. 

Da aber die W'urzeln der cubischen Gleichung der Discrimi- 
nante immer positiv sind, so kann ihre Discriminante immer als 
eine Summe von Quadraten ausgedrückt werdeu und wird, so 
Lange die Coefficienten der gegebenen Gleichung wesentlich reell 
sind, nur verschwinden, wenn zwei Bedingungen gleichzeitig er- 
füllt sind, die man durch das folgende V'erfahren leichter bestimmt. 

Es handelt sich um die Frage nach der Möglichkeit 
einer Transformation, durch welche die Identität 

a.r^ -f- by“^ -|- ci* -f 2lyz -|- 2>nzx -j- 2nxy 
= .4 (.1-2 + Y^) -h CZ^ 
erfüllt wird. Wegen 

.r* -f y* -F + Z? (Artikel 78) 

wird dann, für 

X — A, 

die Grösse 

(aar* -}- biß -|- cz^ -|- 2hjz -F 2mzx -F 2nxy) 

— A + y* + s*) 

ein vollkommenes Quadrat und man hat die Bedingungen aufzu- 
stellen, unter denen diess slattlindet. 
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Nun t-rkennl man leicht , dass füi' den Fall , wo 

+ Ihi^ + Ct^ + ILyz + 2,l/;ar + 2^a:y 
ein vollkoiniiienes Quadrat ist, die sechs Bedingungen 
ÄV = , Bü = V .• CA = , 

AL = BM = KL, CN = LM 

erfiilll sind , sodass die reeiproke Gleichung identisch verschwindet. 
Die letzten drei Gleichungen gehen ini gegenwärtigen Falle 
(o — A) l = mti, (b — A) m ^ nl, (c — A) n = Im, 
und indem man aus jeder von diesen Gleichungen A hestimmt, 
erkennt man, dass die Beduction nur dann möglich ist, 
wenn die Goefficieiiten der gegebenen Gleichung 
durch die K ela tiunen 


m n ^ nt Im 

l tn n 

verhunden sind. 

Wenn sie erffdll sind und wenn wir einen dieser getnein- 
scharilicheii Werlhe für A in die Form 

(n — A) .T* + {h — A) (c — A) I* 2/'/; -|- 2>nzx + 2nxy 

substituieren, so wird sie in ein vullkomnienes Quadrat, nämlich in 

o f, + = (c - <<) 

verwandelt; und da die Fbene 


Z = {) 

eine Normalehene zur Umdrehungsachse der Fläche repräsentiert, 
SU ist auch 


ar 

7 


+ 


y_ 

m 



die. Gleiclmng einer zu dieser Achse normalen Ebene. 

ln dem specielleii Falle, in welchem der so eben 
bestimmte ge m c inscha ftl i c he Wertb von A verschwin- 
det, bildet die Vereinigung der höchsten Glieder in 
der gegebenen Gleichung ein vollständiges Quadrat 
und die Gleichung r e p r ä s e n t i 1 1 also entweder einen 
parabolischen Cylinder oder die \ erbindung von zwei 
parallelen Ebenen. (Artikel 83, I\ und V.) Diese F’lächen 
sind Grenzfälle der llmdrehungsfläcben; jede Normale 
zu beiden Ebenen ist die Umdrebungsachsc in jenem Falle und 


I 
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dfir parabolische Cylinder ist die Grenze einer durch Umdrehung 
einer Ellipse um ihre kleine Achse erzeugten Fläche für das An- 
wachsen der grossen Achse zu unendlicher Grösse. 

115. Wenn unter den drei Grössen l,m,n eine den 
Werth Null hat, so muss noch eine zweite von ihnen 
verschwinden, wenn die Fläche eine Umdrehungsflächc 
sein soll. F'ür 

l = m*= 0 

werden aber die vorigen Bedingungen 

m / 

a — n — = b — n — = c, 
l m 

und man erhält durch Elimination von — zwischen ihnen die 

m 

Gleichung 

(a — c) [b — c) = 

Man hätte diese Bedingung auch (hrcct erhalten, indem man 
die Form 

[a — 1) a:* + [b — l) -J- (c — X) -f- 2n.vy 

als ein vollkommenes t^iiiadral characterisiert; denn diess giehl 
ofTenhar 

X = c, (rt — c) (6 — c) = n*. 

Beispiel. Wann wird der den itichtungscosinns l, m, ri entspre- 
chende Tangentencylinder des Ellipsoids 



dessen tdeichimg ist 



ein Rotationscylinder? 

116. Die vorhergehende Theorie kann auch aus der Bemer- 
kung abgeleitet werden, dass für eine Umdrehungsflächc 
das Problem der Bestimmung der llauptehenen eine 
unbestimmte Aufgabe wird. 

Denn da jeder zur Umdrehungsachse normale Schnitt ein Kreis 
ist, so wird jedes System paralleler Sehnen desselben durch die- 
jenige die Umdrehungsachse enthaltende Ebene halbiert, welche 
den zu diesen Sehnen normalen Durchmesser enthält und daher 
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zu ihnen selbst normal ist. Daher ist jede durch die Uindrebungs- 
achse gehende Ebene eine llauplebene. 

Nun sind die zu diesen Diainelralebenen normalen Sehnen 
nach Artikel 68 durch die Gleichungen 

(a — Ä) .r -j- «V + »iz = 0, 
na- + {fc — Ä) y + Iz = 0, 
mx + ly + (c — R) z =0 

gegeben , welche für R als eine der Wurzeln der cubischen Gleich- 
ung der Discriminante drei in einer der fraglichen 'geraden Linien 
sich schneidende Ebenen repräsentieren. Das Problem wird nur 
dann unbestimmt, wenn sie alle die nämliche Ebene darstellen, 
d. h. wenn die Bedingungen 

a — R n m a — R n m 

n h — R l ’ m l c — R 

erfüllt sind, welche entwickelt zu den vorigen Relationen zurück- 
führen. 

117. Wir schliessen dicss Kapitel mit einer Reihe von Bei- 
spielen über die Anwendung der a na ly tischen G eome- 
trie zur Untersuchung geometrischer Oerter. 

Beispiel l. Welclics ist der ttrt eines Punktes, dessen 
kürzeste Abstände von zwei gegebenen einander niclil 
d n rc h s c I) n e i d e n d c n I! e r a d c n gleich gross sind? 

Die Auflösung dieses Proldetns ist in den Formeln des Artikel 13 
enthalten, wenn die Gleichungen der gegebenen Geraden in ihrer allge- 
meinen Form vorausgesetzt werden. Wir können aber das Resultat in 
einer einfachen Form darstellen, indem wir den kürzesten Abstand beider 
Gera<lcn zur Achse der z wählen und die beiden andern Achsen durch den 
Mittelpunkt des.sclben so legen, dass sic die von den Projcctioncn iler 
Geraden auf ihre Ebene gebildeten Winkel halbieren. Dann sind ihre 
Gleichungen von der Form 


z = c, y = mx: z— — c, y = — mx, 

die Bedingungen des Problems geben daher 


{!/ 


(.V + 




oder 

cz (1 -f- w*) -f mxy = 0 ; 

der Ort ist daher ein hyperbolisches Paraholoid. 

Wenn die kürzesten Abstände zu einander io einem constanten Ver- 
hältoiss sein sollen, so tindet man 
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{(1 + i ) * 4 - (1 - 1 ) c } {(1 - 1 ) r + (1 + 1 ) c } 

+ {(I +i)y + (l-l)wa;} {(1 — l)y + (1 +l)roa:} =0 

als die Gleidiueg des Ortes und derselbe ist somit ein Hyperboloid mit 
einer Nanlelllilclic. 

Beispiele. Der Ort eines Punktes, dessen Entfernung 
von einem festen Punkte zu derjenigen von einer festen 
Geraden in constantem Verbilltniss steht, ist eine Um- 
drehungsflitche zweiten Grades. 

Beispiel 3. Man soll den Ort der Mittelpunkte aller einer 
festen Ebene parallelen Geraden finden, welche durch zwei 
feste sich nicht durchschncidende Gerade begrenzt sind. 
Wir nehmen die Ebene 

a: = 0 

als der festen Ebene parallel und die Ebene 

r = 0 

wie im vorigen Beispiel parallel und iiqiiidistant den beiden gegebenen 
Geraden , so dass die Gleichungen derselben 

z = c , y — mx + «: z = — c , y = m'x -j- n 

sind. Der fragliche Ort ist offenbar die gerade Linie, in welcher die 
Ebenen 

z = 0, 2;/ = (m 4- ^’ + (" + '>') 

sich schneiden. 

Beispiel 4. Bestimme die Umdrehungsfläche, welche 
diircli eine um eine feste sic nicht durchschneidende Achse 
sich drehende gerade Linie erzeugt wird. 

Sei die feste Linie die Achse der z und eine bestimmte Lage der 
Erzeugenden durch 

X = mz -j- n, y = mz 4- n 

ausgedrückt. Da nun jeder Punkt der sicii drehenden Geraden einen Kreis 
beschreibt, dessen Ebene derjenigen der xy parallel ist, so ist für alle 
Punkte eines solchen ebenen Schnittes der Werth von 

** + y’. 

d. i. in Function von z 

(mz 4- + "")* 

constant ; die Gleichung der fraglichen Fläche ist daher 
** + y* = (mz 4- «)* + (m'z 4- nf, 
und sie Ist also ein Umdrchungshyperboloid mit einer Mantelfläche. 

Beispiel b. Zwei durch den Anfangspunkt der Coordi- 
naten gehende Gerade bewegen sich in festen Ebenen so, 
dass sie stets rechtwinklig zu einander bleiben; welches 
Ist die Gleichung der Kcgelfläche, die von der geniein- 
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ücliaflliclieu Norinalcnilicscrl)Ciden iniAnfangspiinktcr- 
ziMig 1 w i rd? 

Wir liczciclincn durch a, b, c: a, b', c die Richtungswinkel der 
Nornialim ilcr festen Ehcncn und <liirch tt, ß, y die der l)c»cglichcn lie- 
raden; dann sind die Richtungscusinus der lliirchsclinitlslinien der festen 
Ehcncn mit einer zur lic.weglichcn (jeraden normalen Ebene (Artikel I I) zu 

cos ßciisr — cos y cos b, cos y cos a — cos ct cos c, ci»s n cos b — cos |3 cos o ; 
cos ß cos c — cos y cos b', cos y cos ff' — cos « cos c', cos a cos b ’ — cos ß cos n" 

|)roportional und die Redingung, unter welcher sie zu einander normal 
sind, ist daher 

(cosß cosc — cosy cosh) (cosjJ cosc — cosy cos/*) 

-{• (cosy cosn — cosn cosc) (cosy cosa — cos a cosc) 

+ (cosa cosb — cosß cos«) (cosa casb' — cos|3 cos«') = 0; 
die Iteweglichc flerade hcschreiht dalier eine Kegellläche zweiten firades. 

Die heiden zu einander normalen tieraden in den festen Ehcncn hc- 
stimmen mit einander eine Ehene , die ihrerseits einen Kegel zweiten 
(irades umhrdit, den Normalen-Kcgel des Retrachteten. 

Beispiel IS. Zwei zu einander n o r m a I c Ebenen g e h e n j e d e 
durch eine feste g c r a d c L i n i e ; man soll d i e v u n ihrerDurch- 
schnittslinic erzeugte Flüche hcstimuien. 

Wir wählen die Achsen, wie ira Beispiel 1 ; dann sind 
A (z — c) + .1/ • — ”i-^' = f*. ^" (^ c) + y + 
die Cileichungen der Ebenen und die Bedingung ihrer Rechtwinkligkeit ist 
Aü' + 1 — = 0 ; 

die Einfrdirurig der aus den vorigen rileichungen entspringenden Werthe 
von A, A' in dieselbe giebt die rileichung eines Hyperboloids mit einer 
Manteldäche 

")■ (* — '”*) — 1 ^*) = 

Wenn die festen Geraden sich durchschneiden , also für 
c = 0. 

so reduciert sich der Ort auf eine Kegelfläche zweiten Grades. 

Beispiel!. Eine Gerade I) c w eg I s i c h ü her zwei anderen 
nicht in dersclhcn Ebene gelegenen geraden Linien su. 
dass das z w i sch en d e n selben cu t hal tene Seginen t von einem 
bestimmten Punkte aus stets unter rechtem Winkel er- 
scheint. Ihr Ort ist ein II y p e r li o I o i d mit einer M a n t e I f I ,ä c h e 
lind specicll für die Rechtwinkligkeit der heiden ge gelte - 
neu Geraden ein hy|ierl)olisches Paralioloid. 

Beispiel 8. W e I c h e s i s t d c r 0 r t e i n e s P u n k t es , v o n d e in 

an die Fläche zweiten Grades 
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drei zu einander reell twi n k lige Tangenten gelegt werden 
können?. 

Wenn wir uns die rilcicliung der Flüche zu drei solchen Geraden 
als Achsen transroriuiert denken, so erhalten wir nothwendig die Gleich- 
ung des dein neuen Aurangspunkt entspreclienden Tangcntenkegcis in der 
Form 

Ayz + Bzx Cxy ^ 0, 

weil die Achsen seihst als Kanten des Kegels erscheinen. Nach dein Bei- 
spiel des Artikel 7 t ist aber die allgemeine Gleichung des Tangcntcnkcgels 
vom Punkte (x', y , z) 



und wir wissen aus Artikel 78, dass die Summe der Goeflicieiilen von 
x^, I/’, heim üchergang zu einem andern System rectaiigulürer Achsen 
unverSndert hieiht. Wir hahen daher, nin die Gleirhung des Ortes zu er- 
halten. nur die Bedingung aiiszudrücken, unter welcher diese Gocrticienten- 
siininie verschwindet; sie ist 




Beispiel Wenn drei zu einander l eclitwinklige Seh- 
nen' durch einen Punkt eines Kllipsoids gezogen werden, 
so he st i in III t die K he ne ihrer En d ji ii n k t e einen fes tc n Punkt 
in der Normale ihres A n fa ng sp ii n k tes und der Ort dieses 
Punktes für alle Lagen des Letzteren auf dem E 1 1 i p s o i d ist 
ein CO n Cent risches coaxialcs Ellifisoid. 

Für 

a,r^ + hy"^ cz^ ’llyz ‘Imzx 2rz = 0 


als Gleichung der Flüche ist der gedachte Punkt als Anrangspnnkt , seine 
Tangcntenehene als ELene xy und seine Normale als Ach.se der z voraus- 
gesetzt. Ist dann 

ax b'y -f- cz = rf' 


die Ehene der drei Punkte, so ist 

(f (n.x‘- -f- CI- -f- ‘llyz + imzx) -j- irz (ax b’y -p c'i) = 0 


die Gleichung einer durch die Schiiittcurve derselhcn mit der Flüche aus 
dem Anrangspuiikte heschrichenen Kegelllüche und die Bedingung, unter 
der sie drei zu einander normale Erzeugende besitzt. 


oder 


d' (n + 6 -f- c) + 2 rc = 0 
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c 


— 2r 

« + 6 + c 


För 


X = 0, y = 0 

folgt aber aus der (ilcichung der Ebene 

^ _ 

c 

somit 

— 2r 




(I + ft + c 

d. i. constant. 

Für die Unlersucbung des von diesem Punkte durclilaufencn Ortes 
darf sodann vorausgesetzt wenlen, dass die drei Geraden den Achsen des 
Ellipsoids, welches nun durch 

X* z* 

4- I- — — I 

dargestclll sei, parallel bleiben, so dass für den Punkt (x\ y, z) als An- 
fangspunkt ihre Endpunkte durch 

(— x', y. z), (x\ — y\ z). (x'. y', — z) 
und die Ebene derselben durch 

^ + A = l*) 

X y z 

gegeben sind. Da die Normale der Fläche in (x', y, z') die Gleichungen 

j X — x' , 2 .V — y 2’ — ' 

a‘ ; = ft'' , = C.‘ ; 

X y z 

besitzt, so liefert die Elimination von x', y, z' die Gleichung des Ortes 
in der Form 

(#7 ^ (4?r '■ 


„2 + 1,2 + c * 


gesetzt liabcii. 


•) Die durch die drei Projcctionen des Punktes nuf die Hanptebeneu 
bestimmte Ebene ist 



riire Envcloppo bietet eiuc verwandte Aufgabe. 
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Beispiel \0. Die sechs Tangentenchcncn des Ellipsoids 
in den Endpiinklen der drei zu einander rechtwinkligen 
Sehnen bestiminen mit einander die uclit Ecken eines Hexa- 
eders, welche s tc ts a iif ei nein hcstimm ten zwei ten Ellips uid 
gelegen sind; die Verhindiingslinien der Gcgenccken des- 
selben gehen durch den nämlichen Punkt. 


Beispiel 11. Für das durch Drehung einer gleichseitigen 
Hy per hei entsteh ende Hyperboloid mit einer Mantelfläche 
sind die zweiten Kreisschnitte des aus einem Punkte der 
Fläche über dem Kchlkreis hcschrieiienen Kegels normal 
zur Ebene des Letzteren. 

Die Gleichung des Hyperboloids ist 


ar" + y 


2 — T'i 


= a-. 


und für den Scbeitel (. t ', y, i'J 
Gleichungen 

' a-'— a-, 

X — X = r- (2 — 


ist eine Erzeugende des Kegels durch die 


2 ). y—y 




dargcstellt und ihr Durchschnitlspunkt mit dem Kchlkreis durch 



hestimml; die Substitution dieser Werthe in die Gleichung des Kcblkrei- 
sps gieht für den Kegel 

{xz — a-z')2 + {y'z—yz'f = a' {z — z'f. 

Für 

a:' = 0 und y' = 0 

— oder den Scheitel des Kegels im Hauptschnilt der a:c Ebene — erhält 
man die Gleichung eines aus einem Punkte der Achse der z beschriebenen 
Kreises. Die Nurmalebenen zur Achse der : und die zur Achse der x sind 
daher die Ebenen der Kreisschnitte. 

Beispiel 12. Die Gleichung des Kegels zu finden, welcher 
aus dem Scheitel {x\ y , z') ü h c r d e m in d e r E h e n e xy gelege- 
nen K cgel sch II i 1 1 



heschriehen wird. , 

Die Gleichungen der geraden Verbindungslinie eines Punktes (ot. /S) 
der Basis mit dem Scheitel sind 

a (r'— :) = z'x — c.r', ß (z — z) — z'y — zy\ 
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mul die Subsliliition dieser Wertlic in die Gleichung der Basis liefert als 
Gleichung des fraglichen Kegels 

(zx — za:y {zy — zyf _ , 

' «2 + ^2 — 

Soll derselbe speciell ein Uradrehungskcgcl sein, so zeigt die Be- 
dingung des Artikel 115, (da hier n=() ist) dass dann der Punkt [x',y', z) 
auf einer in der Ebene xz vcrzcichnelen Hyperbel liegen muss, welche 
die Scheitel der gegebenen Ellipse zu Brennjiunkten und ihre Brennpunkte 
zu Scheiteln hat. '(Vergl. Artikel I‘.I4 und 105, Beispiel 4.) 

Wir geben im Folgenden eine allgemeine Methode zur Bestimmung 
der Gleichung des Kegels, welcher den Punkt [x’, y, z', w) zum Scheitel 
und die Durclischnitt.slinie zweier durch 

I/ = 0, F = 0 

reprüsentierten Flächen zur Leitcurve hat. 

Wenn wir durch 

U + PU + etc., 

F -P AdF-1- — d-’r -H etc. 

die Bcsultate der Substitution von 

X -f- Aa:”, y -J- Xy, etc. für ,t, y, etc. 

in die Gleichungen der Flächen bezeichnen , .so ist das Ergebniss der Eli- 
mination von A zwischen diesen Formen die Gleichung des fraglichen 
Kegels. Denn die Punkte, in denen die gerade Verbindungslinie von 
{x\ y, z , cü’) mit (x, y, t, w) ilie Fläche U schneidet, werden aus der 
Vergleichung des ersten dieser Suhstitutiousresidlate mit Null ei'halten 
und ebenso die Durchschnittspunkte derselben Linie mit der Fläche F 
aus dem zweiten; da aber die Resultante beider Gleichungen nur für eine 
gemeinschaftliche Wurzel derselben verschwindet, so liegt unter der Vor- 
aussetzung ihres Verschwindens der Punkt {x, y, z, ai) in einer durch 
(a:', y, z', (o) gehenden und die Durchschnittscurve der Flächen schnei- 
denden Geraden. 

Beispiel 13. D i'e K egel, welche übe r den du rch die klein st e 
A c h s e c i II e s E 1 1 i p s o i d e s gehenden II a u p t s c h n i 1 1 e n aus den 
E n d |i u n k t e n der grossen und der m i 1 1 1 c r n Achse beschrie- 
ben werden . sind 

(.T — n)^ 1 f!. 4. .fi’. 

« ’■* b ' r ’ ’ ir P P ’ 

sie besitzen eine gemeinschaftliche Tangen tenebeue und 
einen gemeinschaftlichen paraholischcn Schnitt; diese 
beiden E heuen bestimmen mit dem El I ipso id Querschnitte, 
deren Inhalte im V e r h ä 1 1 n i s s 1 : 2 stehen. 
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Beispiel \i. Die GIcicliung des Kegels, der das Ccutrum 
eines E 1 1 i p s o i d s zum Scheitel hat und dessen Basis der 
diircli die Pulareliene eines Punktes {x, y , z) mit ihm be- 
stimmte Sclinitt ist, wird dargestellt durch 



Beispiel V). Wenn eine Ebene um einen festen Punkt so 
bewegt wird, dass sie in jeder ihrer Lagen mit ti festen 
Ebenen Winkel a, , a„ bildet, für welche 

r, cos or, + Cj cos -p . . . -f- c„ cos a„ = k 

ist, w 0 c, , Cj c„ , fr C 0 n s t a n t e n bezeichnen, so umhüllt 

sic einen Drehungskegel zweiten Grades von unveränder- 
lich erAchse. DieSumme 

Ci cos Ui 


hat ihren Minimal werth, wenn derselbe sich auf eine Ge- 
rade, diese Achse seihst, und ihren M a x i m a I w e r l h , wenn c !■ 
sich auf eine zu dieser normale Ebene reduciert. 

Wenn die festen Ebenen durch 


AiX -f Biy 4- CiZ — T)i, (i = 1. 2 n) 

und die bewegliche Ebene E durch 

ax ßy yz — S 

dargestellt sind, so geht 

£",Ci cos «,• = fr 
für 

r = (a* 4- r.- = -f 4“ C,*)i 


also für 


Ul 


rr, ' 


«-»•I 1 «7» c.n A' 

a = aZ, , c,' — , b = £ t Ci — , c = £ I Ci — 
r,- r, n 


act + bß + cy 


über. Sic ist idcnlisch mit 


a . b 
a - 4 - /J - 4 - y 



fr 

f/ -j- b'^ 4 " c* 


o<ler 

Satmon^ Anal. Georo. tl. Raumes, 


11 
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wenn G die durch 


sin {E. G) = 


k 

|7 „2 + i;i + c-' 




dargcstellte Tieradc isl und [K, G) den von ihr ndt der hewegliclien 
F.hene eingeschlnssenen Winkel liezeiclinet. Itiese Cerade isl die Aclise 
des von der Lelzteren undirdllen Kolalionskegels, und die erhaltene Re- 
lation zeigt, dass k nicht grösser als 

y/(t‘ -f- 

sein kann und dass dann der Kegel in eine zu G normale Ebene übergeht. 
Kür ik = 0 wird der Kegel zum Cylinder von der Achse G.*) 

Wenn die bewegliche Ebene stall durch den zum Anfangspunkt ge- 
nommenen festen Punkt zu gehen, eine constaule Enlfernnng e von ihm 
hehnit, .so ist 

ax ßu -p yi = fr 

ihre Gleichung und 

aa hß -p ry — Arr = 0 
die Bedingung; man findet die Enveloppe in der Form 
{nx -t- by -h w - kef ^ -I- y‘+ z*— f") (a*+ h* +f»— A*). 


Beispiel 1 0. M an soll 
Fläche zweiter Ordnung 


den Ort d e r j e u i g c n 


y‘ 

h- 


+ 


.1 



Punkte d e r 


b e s U m in e n , deren >’ o r in a I c n il i e dem Punkte {x\ y , z') e n t - 
sprechende Normale schneiden. 

Die fraglichen Punkte hihlen den Diirchschnilt der Fl.lche mit dein 
Kegel 

a‘i (y'z — yz') (a- — a;') + (z'x — zar') (y — y') 

+ c’ Wy — -ry') {' — •') = "• 

Beispiel I*. Man soll den Ort der Pole der Tangenteii- 
ehenen einer Fläche zweiter Ordnung in Bezug auf eine an- 
dere E 1 .1 c h e z w e i l e r 0 r d n u n g h e s l i in m c n. 

W'ir hallen zur Beantwortung des Prohleins die Bedinguug aiiszii- 
drücken, unter welcher die Polare von {x'.y, z, w) in Bezug auf die 
zweite Fläche die erste berührt, d. h. wir haben in die im Artikel 75 ge- 


*) Sind die e,- die Kliicheiizahlen von Figuren in gcgctienen F^bcueii, 
so ist i die .Summe ihrer l’rojectionen nnf die bewegliche Ebene; die Tnn- 
gentcnetienen der erhaltenen Rotationskcgel geben constanto Snmmcn, die 
Normalebcnc zu die Maximalsiimme derselben. 
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gebene Bedingung für die Berührung einer Ebene mit cinerFläcIie zweiter 
Ordnung an Stelle der er, ß, y, ä die Derivierlen 

^ ^ dU dU 

djc ' dy ’ dz ’ dw 

zu substituieren. Der fragliclie Ort ist daher eine Fläclie zweiter Ord- 
nung. 

Beispiel 18. Man soll den Kegel dar.slellen, welclier 
durch die iin Sc li eitel eines gegebenen Kegels auf den Tan- 
genrenebenen dessellien errichteten Normalen gebildet 
w i r d. 

Sei 

+ Nz^ = 0 

der gegebene Kegel, so ist 

Lxx My'y fiz'z — 0 


eine seiner Tangeutenebenen und ihre durch den Anfangspunkt gebende 
Normale .somit 


•-C _ y _ z 
Lx My Nz' 

Bezeiebnen wir den gemeinscbartlieben Werth dieser Grössen durch 
p, so ist 

Lg ' Mg ' Ng ’ 

und die Substilutiun in 

Lx'^ + My^ + iVi'» = 0 

giebt nach Division mit 

X* V* 

— + ^ — 0 

L ^ M^ N 


als die fragliche Gleichung. Ihre Form zeigt, dass die Relation zwischen 
beiden Kegcllläcbcn eine reciproke ist und dass also die Kanten dos ersten 
normal sind zu den Tangeutenebenen des zweiten. Man erkennt leicht, 
wie diess Problem einen speciellen Fall des vorbergebeiiden bildet. 

Wenn die Gleichung des Kegels in iler Form 

flX- -f by'^ + CI* + 2dyz + 2 fix 2/xy = 0 

gegeben ist, so wird die des Bcciprocalkcgcis in der Form 

{bc — </*) -J- (fa — e^) y* -f- [ab — 

-f- 2(f/' — ad) yz -j- 2 (fd — be) ix 2 {de — cf) xy = 0 

gefunden , übereinstimmend mit der der Keciproralciirve der analytiseben 
Planimetrie. 

11 * 
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Beispiel 19. Eine gora.le Linie l.ewegt sich so. dass drei 
feslc Punkte in ihr in drei festen Ebenen hleihen; welches 
ist der von einem beliebigen Punkte dieser Linie durch- 

*^**\vir denken die drei festen Ebenen alsCoonlinatenehenen und als von 
der geraden Linie in den Punkten J.B.C geschnitten und nennen die 
Koordinaten des hctrachtetcii Punktes a.ß.y. Hie ('.oordinalen von A 


sind alsdann 


AB . 
«■ PB 


AC 

-pcJ’ 


wo die Verhältnisse AB : PB und AC : PC hekannl sind. Indem wir 
dann nach Artikel 10 die Uiiveränderlichkeit der Distanz PA au.silrurken. 
erkennen wir als die Ortsdäche ein Ellipsoid. 

Wenn der Punkt Peine der Strecken AB, BC, CA halbiert, so ist 

der Ort speciell ein Rotationsellipsoid. 

Es ist ein specieller Fall dieses ProWenis, wenn der eine Endpunkt 
der Geraden in einer festen Ebene, der andere in einer festen Geraden sich 
bewegen muss: die Letztere ist der Durchschnitt zweier Ebenen . und die 
zwischen beiden auf der bewegten Geraden gelegene Strecke ist Null. 
Der entsprechende Ort ist ein Rotationsellipsoid, wenn die feste Gerade 
zur festen Ebene normal ist. und insbesondere eine Kugel, wenn der I unkt 
P die Gerade halbiert. 

Beispiel 'io. Von zwei festen Punkten A und 0 ist dei 
eine auf einer Kugelflächc gelegen; die Verbindungslinie 
DA eines beliebigen andern Punktes D der Kugelflächc 
mit A schneidet die Kugel ferner in dem Punkte D ; man 
soll den Ort des Punktes Pauf OB bestimmen, für welchen 
OP — AD' ist. 

Wir haben 

AD^ = AO'^ + OP* — iAO . OB . cos AOD, 
und in dieser Gleichung ist AD dem Radius vector des Ortes umgekehrt 
proportional und OP ist durch die Gleichung der Kugel in Function der 
Winkel bestimmt, welche sie mit festen Achsen bildet. Daraus erkennt 
man den Ort als eine Fläche zweiter Ordnung vom Cenirum 0. 

Beispiel 'il. Der Ort eines Punktes P, dessen Verbin- 
dungslinie mit einem gegebenen Punkte 0 in einer festen 
Ebene einen Punkt Q so bestimmt, dass die Relation 
OP . 00 = A* 

stattfindet {k eine Constanle). ist eine Kugelflächc. 

Beispiel 'i'i. Eine Ebene geht stets durch eine feste ge- 
rade Linie und ihre jedesmaligen Durchschnittslinien mit 
zwei festen Ebenen sind mit einem festen Punkte durch 
E h e 11 e 11 verbunden; welches ist die durch die Durchschnitts- 
liiiic der beiden letzteren Ebenen erzeugte Fläche? 
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Beispiel ‘23. l)io vier FlSclicii eines Telr.intlers gehen 
jede (I II r c li einen festen Punkt; man soll il e n Ort einer K r k e 
ilessclhcn liestiiiiinen, wenn Jede der drei nicht durch sie 
hindiirciigehenden Kanten sich in einer festen Bhene be- 
weg t. 

Iler Ort ist im AHgemeinen eine Fläche dritter Ordnung, die den 
Durchschnfttspunkt der drei Fbenen zu einem ll<ip|ielpiinkt hat. Sie re- 
duciert sich auf einen Kegel zweiten Grades, wenn die vier festen Punkte 
in einer und derselben Khene liegen. 

Wir setzen 

« = 0, t> = 0. K> =: 0 

als die Gleichungen der festen Ebenen voraus, in denen die Seiten der 
einen Tetraederfläche sich bewegen, und 

(*o. Vo- *o)> (*i. Fl. *i). (a- 2 . Vj. *a), (^3- »a- 

als die Goordinaten der Punkte, durch welche diese Fläche und die drei 
andern Flächen hindurchgehen, bezeichnen auch die ilesullatc der Substi- 
tution der Letzteren in die Polynome u, v, w durch u, , v^, Wy Dann 
ist för 

,4x By Cz D =■ 

als Gleichnng der durch , Zg) gehenden Fläche, die Gleichung der 

durch den Punkt (a;, , y, , 2 ,) gehenden von der Form 

Ax By Ci D Xu — 0 , 

mit der Hedingung 

Ax^ -J- By^ + Cz, D Au, = 0, 

also 


A{ux^ — u^x) + B[uy^ — u^y) -f C{u:^ — u^z) + /)(u— u,) = 0. 


ebenso die beiden andern. Die Elimination von A, B, C, D zwischen den 
vier so erhaltenen Gleichungen giebt 



*0 > !fo > *0 


UX^ 

— u,ar, uy^ — 

»\V. 

UZ^ MjZ, 

U M, 

VX2 

— Pjar, »yj — 

v^y. 

VZ2 — V^Z, 

V V2 

wx.^ 

— WgX. wy^ — 


wz^ — w^z , 

w — w.. 


eine Gleichung dritten Grades, als die Gleichung des Ortes. Wenn man 
sie in die Form 


1 , 

X , 

y . 

z , 

1 

0 , 

^0 . 

Vo ■ 

*n . 

1 

u, . 

MX, , 

«Fl . 

uz, , 

u 

»2 . 

PXj , 

»Fa • 

tIZj , 

V 

ifj. 

tt'Xg, 

«Fa- 

WZg, 

w 


transformiert und für 
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0 ■ !/o • *0 ’ * 
x^. y^. z^. l ^ 

J/j. *2' ^ 

^3’ y‘i’ *3 ’ I 
in 

umaD = u^pw (a-„j/ijl) + tyni (r„y,il) + w.^uv 

eiilwickell, wu (a' 0 V^ 2 M- 6 <^lcrminaiilcii Ijezeichneii, 30 crkeunl luan. 
dass für jede der festen Ebenen der DiirehscliiiiU mit der Urlsfläclie aus 
geraden Linien bestellt, dass er für die Ebene der drei festen l'unkte 
{^fl. Vo- *»)• (^i- !/\ • ^i)' (■^ 2 ' Vz- *i) KegelscliiiiU ist. welclier durch 
die beiden letzten und die üurcliscbnitte der drei Spuren der festen Ebe- 
nen in dieser bcstiiiiint ist; endlich, dass der Urt für die Lage der vier 
festen Punkte in einer Ebene 

ax by cz d — 0 


in einen Kegel zweiten (Irades und diese Ebene zerfällt, weil dann 


/)t=rO, und 


d/) 

dXi 


a 




rfO 

rf«, 


; d — hi. (i= 1, 2,3,4) 


und et|, «j, a, als Stellvertreter der Einheiten in der letzten Vertical 
reihe der ß, also die fileichuiig des Ortes 


(*i ^ + *3 + '■* + 

wird. Der Kegel ist der dreiseitigen Ecke der Ehcnen 

M = 0, V — 0, w = 0 

tini.schrieiicn : ist die dritte derselben der Schnittlinie der beiden ersten 
parallel , so wird er zutit Cylinder. 

Beis/del 24. Man soll den Ort des Scheitels eines Tetra- 
eders bestimmen, wenn die drei in ihm ziisammcnstossen- 
ilcn Kanten und die gegenüberliegende ElSchc je durch 
einen festen Punkt gehen, und die drei andern Ecken sich 
in festen Ebenen bewegen. 

Beispiel 'ib. Eine Ebene geht durch einen festen Punkt 
und ihre I) 11 rch scliiii t ts|i II n k te mit drei festen geraden Li- 
nien bestimmen mit je einer von drei andern festen gera- 
de n Linien drei Ebenen; man soll den Urt ihres II u r c Il- 
se linitts punkte. s unter suchen. 

Beispiel 26. Die Seiten eines Polygons im Raume gehen 
durch feste Punkte und seine Ecken bewegen sich alle bis 
au f ei ne i II fest c n E he II eil ; man soll d i c 0 r t scii r ve d er I c Iz - 
ten Ecke hcstiiniiien. 
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Beispiel'll. Die Seilen eines Polygons itu Kaiiine gehen, 
eine einzige ansgenuinmen, durch feste l'nnkle, die End- 
p linkte dieser letzten Seile he wegen sich in festen geraden 
Linien, alle andern Ecken des Polygons aber in festen Ebe- 
ne n ; in .1 n soll die durch die freie Seile erzeugte Fläche 
untersuchen. 

/ieispirl ‘2H. Die Ecken eines Itrciccks bewegen sich auf 
einer Fl, Iche zweiten (Irades, während zwei seiner Seiten 
durch feste Punkte gehen; die Envcloppe seiner freien 
Seife ist eine Fläche zweiten 6 ra des, welche die g egehen e 
doppelt berührt, wo die Verbindungslinie der beiden fe- 
sten Punkte sie schneidet. Wenn die erste der beiden Fbichen eine 
Kugel ist, so sind die ßerührungspunkte die Kreispiinkte der zweiten. 
(Vcrgl. „Analyt. Geoni. d. Kegelschn." Artikel 3Cr2, Aufg. 2.) 
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VII. Kapitel. 

Methoden der abgekürzten Bezeichnung. 


118- Wir gehen in diesem Kapitel einen Abriss einiger 
von denjenigen Eigenschaften der Flächen zweiter 
Ordnung, welche am einfachsten durch den Gebrauch 
ahkfirzender Symbole bew iesen werden, durch Methoden 
also, welche den in dem Kapitel XIV. des W'erks „Analytische 
Geometrie der Kegelschnitte“ auseinander gesetzten analog sind. 
Um Raum zu sparen, werden wir solche Uetails unterdrücken, 
von denen wir glauben, dass sie dem intelligenten Leser keine 
Schwierigkeiten darhieten können. Wir überlassen cs insbeson- 
dere dem Leser, nachzuweisen, dass die Theorie der reci- 
proken i'olarcn und allgemeiner die derReciprocität 
und der Collineation, wie sie in den Artikeln 380 — 402. 
468 — 476. 43^ — 467 a. a. 0. vorgetragen worden ist, ohne 
wesentliche Veränderung auf die Probleme der Geo- 
metrie des Raumes sich überträgt; wir können diess uni 
so eher, als die algebraische Bedeutung eben dieser 
Theorie dort genugsam dargestclit ist und in der Al- 
gebra der linearen Transformationen ihre allgemeine 
Entwickelung gefunden hat. Es wird genügen, ihre Resul 
täte an den geeigneten Orten unserer Rarsleihmg einzureihen. 
Nur hinsichtlich der Theorie derReciprocität, die wir hier 
in den Vordergrund stellen, weil sie uns der Nothwendigkeit ühir- 
heht, zu irgenil einem Theorem das reciproke besonders zu be- 
weisen, wollen wir hier einige geometrische Erörterun- 
gen kurz gehen. • 

Wir denken die Polaren in Bezug auf irgend eine Fläche 
zweiter Ordnung gebildet. Jedem Punkte entspricht eine 
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Eliciiv (111(1 (i(n^ek(‘li('t, (nid jcdi'r gt'railiMi Innie als 
dur V'urliiiiduiig zwuicr Punkte e(ils|irh;lil eine g(>rade 
Linie als DurchscliniU zweier Ehenen. Einer Fläche 
als einem Orle von Punkten enlsp rieht dahiM' im All- 
gemeinen eine Fläche alsEiiveloppe von Ehenen. Sehr 
einfache V'orstellungen aus der Theorie der Lnrven von doppelter 
Krümmung zeigen die allgenieine(( IteciprocitäLsverhältnisse dieser 
i.etzteren. 

119. 'Eine Enrve iin Kau me kann als eine Keihe von 
Punkten hetrachlet werden, die nach einem gewissen (leselze 
auf einander folgen; sie mfigen durch 1, 2, 3, etc. hezeichnet 
sein. Aus der V'erhindung jedes dieser Punkte mit dein nächst- 
folgenden ents|iringt eine Reihe von geraden Linien, welche 
durch 12, 23. 34, etc. zu bezeichnen sind; jede von ihnen 
ist eine Tangente der Ciirve. In ihrer Vereinigung 
bilden sie eine Fläche und zwar eine e n t w i c k e I b a r e 
oder developpahle Fläche (Anmerkung des Artikel 109), 
weil jede von ihnen (wie 12) die nächstfolgende (23) durchschnei- 
det. Wenn wir endlich die Ehenen 123, 234, etc. belraditen, 
von denen j e d e d r e i a u f e i n a ii d e r f o I g e n d e P ii ii k t e ent- 
hält, so bilden sic eine Reihe von Ebenen, welche als die 
osciilierenden Ebenen der Cnrve benannt werden und die 
zugleich Tangentenebenen der durch ihre Tangenten 
erzeugten abwickelbaren Fläche sind. 

Die Bildung des reciprokeii Systems giebt uns, an 
Stelle der Reihen von Punkten, Linien und Ebenen entsprechende 
Reihen von Ebenen, Idnien und Punkten; die Reciprocalform einer 
Reihe von Punkten, welche eine (äirve iin Raume bilden, ist da- 
her eine Reihe von Ebenen, die eine developable Fläche be- 
rühren. 

Wenn die Curve jener Punkte ganz in einer Ebene 
enthalten ist, so gehen die Ebenen der Reciproken 
sämmtlich durch einen Punkt und bilden die Tangen- 
tenebenen einer Kegelfläche. 

So bildet die Reihe der Punkte, welche zweien Oberiläcben 
gemeinsam sind, eine Curve im Raume; reciprok wird von der 
Reihe der Tangentenebenen, welche zwei Oberilächen gemeinsam 
sind, eine abwickelbare Fläche berührt, welche beide Oberflächen 
unihüllt. 
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Die wirlitige llntersclieidung der Flächen nach Ord- 
nung und Klasse gehörl diesem ISegrilTsgebiete an. 

Wenn wir die Ordnung einer Fläche durch die Anzahl von 
Punkten ausdrücken, in denen sie von einer geraden Linie ge- 
schnitten wird, so wird die Ordnung der zu einer gegebenen re- 
ciproken Fläche durch die Zahl von Taiigentenehenen gegeben, 
welche durch eine willki'irliche gerade Linie an die gegebene 
Fläche gelegt werden können. Die Ordnung der llecipro- 
calfläche ist der Klasse der Originalfläche gleich. 

Die neciprocalfläche einer Fläche zweiter Ord- 
nung ist eine Fläche zweiter Ordnung; denn man leitet 
aus Artikel 75 direct ab, dass durch eine hidiehige gerade Unie 
zwei Taiigentenehenen an eine gegebene Fläche zweiten Orades 
gelegt werden können, oder man bildet wie im 17. Beispiel des 
Artikel 117 gezeigt worden ist direct die Gleichung des Ortes 
der Punkte, welche die Pole der Tangenlenebenen der einen 
Fläche in Bezug auf eine andere Fläche zweiten Grades sind, 
und erkennt die Hicbligkeit des Salzes aus dem Umstande, dass 
diese Gleichung cbenralls vom zweiten Grade ist. Bezeichnen 
wir die Flächen nach dem Grade ihrer Gleichung als vom zwei- 
ten Grade, so sehen wir nun, dass sic auch von der zweiten Ord- 
nung und Klasse sind; jene Bezeichnung entspricht der Interpre- * 
talion der Gleichungen nach einem System von Pnukt-Goordinaten, 
dieses derjenigen nach einem System von Ebenen - Coordinaten. 

Bei. Gleichungen von höheren Graden findet die Uebereinstimmung 
zwischen Grad, Ordnung und Klasse nicht mehr statt und beide 
Betrachtungs - und Ausdrucksweisen sind von einander zu schei- 
den.*) Im Folgenden werden wir da, wo beide Interpretationen 
gleich zulässig sind, den Ausdruck Fläche zweiten Grades gebrau- 
chen, als welcher die näheren Bezeichnungen der Fläche zweiter 
Ordnung oder Klasse einschliesst. 

Als ein Beispiel der Uelning bezeichnen wir die Uchertragimg 
der Entwickelungen der Artikel 104 — 113 in das System der 
Ebenen-Coordinaten. 

120. W enn wir durch 

V = 0 , r = 0 


*) Vergl. ,,.\nulytisthe Ueoraptrie der Kegelschnitte“ Artikel 313 f. 
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zwei beliebige Flächen zweiten Grades darslellen, 
$n ist 

U + kr = 0 

die allge meine Gleichung derjenigen Flächen zweiten 
Grades, welche durch die genieinschaftlichen Punkte 
jener beiden hindurchgehen; sie repräsentiert, wenn 1 un- 
bestimmt ist, eine Reihe von Flächen zweiten Grades, welche eine 
geineinschartliche Durohdringiingscurre haben. .Man kann die Ver- 
einigung derselben als ein Flächenbüschel zweiten Grades 
bezeichnen. 

Jene durch 

ad = xßy 

dargestelllen Flächen zweiten Grades, welche im vorigen Abschnitt 
besprochen worden sind, bilden ein einläches System und ihre 
Figenschallen sind specielle Fälle der Eigenschaften eines solchen. 
(Vergl. auch Artikel 146.) 

Da nach Artikel 54 neun Punkte eine Fläche zweiten Grades 
bestimmen , so ist 

U + kV = 0 

die allgemeinste Gleichung einer durch acht gegebene Punkte 
gehenden Fläche dieser Art. Wenn 

ü = 0, V = 0 

zwei Flächen zweiten Grades sind, deren jede durch diese acht 
Punkte hindurchgeht, so wird durch 

U + kV ~ 0 

eine Fläche derselben Art vorgestellt, die diese Punkte ebenfalls 
enthält, und die Constante 1 kann so bestimmt werden, dass die 
Fläche durch einen beliebigen neunten Punkt geht, d. i. dass 
sie mit irgend einer beliebigen die acht Punkte*) enthaltenden 
F'läche zweiten Grades zusammenfällt. 

Alle durch acht Punkte gehende Flächen zweiten Grades 
haben somit eine ganze Reihe gemeinschaftlicher Punkte, welche 
eine Durebdringungs- oder Durchschnittscurve bilden; und alle 

•) Der allgemeinere Ausdruck Elemente, in welchem wir Punkto der 
Fluchen und Tangentenebenen derselben zusammenfas.sen, kann hier 
überall dem eingeschränkteren substituiert werden. An Stelle der räum- 
lichen Curve tritt die developpahle Fläche, wenn man von Punkten zu 
Tangeuteuebcueu übergeht. 
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Flächen zweiten Gcinlcs, welche acht gegebene Ebenen l)erühren, 
haben eine ganze Reihe geirieinsclianiicher Tangenlenebenen, welche 
eine bestimnile abwickelbare Fläche erzeugen, die die ganze Reihe 
von Flächen zweiten Grades innhüllt, denen die acht fe-len Ebenen 
als Tangenlenebenen entsprechen. 

Offenhar kann daher das Problem, eine Fläche 
zweiten tlrades durch neun gegebene Punkte zu be- 
schreiben, unbestiniinl werden; denn wenn der neunte 
Punkt der durch die acht gegebenen Punkte bestimmten Raum- 
curve angehörl, die der Durchschnitt von zwei durch sie gehen- 
den Flächen zweiten Grades ist, so enthält jede durch die acht 
l’unkte gehende Fläche zweiten Grades auch den neunten Punkt. 
Zur Restimmiing der Fläche muss daher ein neunter 
nicht in dieser tiiirve gelegener Punkt gegeben sein. 
Denn wenn im Allgemeinen für 

ü rr. 0, F = 0 

als Gleichungen zweier durch acht he.slimmte Punkte gehenden 
Flächen zweiten Grades durch die Substitution der Coordinaten 
eines neunten 1‘unkles in 

V + IV = Q 

die Constanle i bestimmt wird, so geschieht diess in dem spe- 
ciellen Falle nicht mehr, wo durch diese Coordinaten die Gleich- 
ungen 

= 0. V = 0 

identisch erfrillt sind, d. i. wenn der neunte Punkt dcrDiirchschnitts- 
ciirve jener Flächen angehürt. 

121. Wenn sieben Punkte (oder Tangentenebenen) 
als einer Reihe von Flächen zweiten Grades gemein- 
sam gegeben sind, so ist ein achter diesen F'läclten 
gemeinsamer Punkt (eine achte gemeinschaftliche Ta n- 
genlenebene) durch sie bestimmt. 

Denn wenn 

6’ = 0. F = 0. IF = 0 

drei durch jene sieben Punkte gehende Flächen zweiten Grades 
ilarslellen, so wird durch 

ü + ).V + IV == 0 

eine beliebige andere diese Puukle enthaltende Fläche zweiten 
Grades ausgedrückl, weil die Conslanlen A und (i so bestimmt 
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werden können, dass die dar^eslellte Fläche durcli zwei beliehige 
andere Punkte hindurchgeht. Aber die Gleichung 
U + XV iifV = 0 

repräsentiert oITenhar eine Fläche zweiten Grades, welche durcli 
alle den drei Flächen 

U 0. V =0, Jf ' = 0 

gemniiischaftlichen ['unkte hindurchgeht; da sich dieselhen nun 
in acht l'unkten du.T.hschneiden, so existiert ausser den sieheii 
gegebenen Punkten ein bestimtnler achter Punkt, welcher dem 
ganzen Syslein von Flächen gemeinsam ist. 

Obgleich also im Allgemeinen acht Punkte eine Curvc von 
doppelter Krümmung bestimmen, welche der Durchschnitt zweier 
Flächen zweiten Grades ist, so ist es doch möglich, dass sie zur 
Itestiminuiig derselben nicht hinreichen; denn es giebt, wie wir 
eben gesehen haben, einen speciellen Fall, in welchem acht ge- 
gebene Punkte nur Tür sieben unabhängige Punkte zählen. 

Wenn wir daher sagen, dass eine Fläche zweiten 
Grades durch neun Punkte und eine Durchschnitts- 
curve von zwei sulchen Flächen durch acht Punkte 
bestimmt ist, so setzen wir voraus, dass jene neun 
und diese acht Punkte in ihrer Lage vollkommen un- 
beschränkt sind.*) 

122. Wenn ein System von 
Flächen zweiten Grades eine gc- 
meinscliarilichc Durchschnilts- 
curve hat, d. i. wenn die Flächen 
desselben acht Punkte gemein 
haben, so gehen die Polarebenen 
eines festen Punktes in Bezug 


*) Die Kntwickoliing der anf Flächen bclichigon Grades bezüglichen 
allgemeinen Theorie entspricht ganz der für hühcre Ciirven gültigen. 
(Vergl. S al m 0 n, „Treatise onthe higher plano Curves“ Artikel 22 — 27; oder 
Plücker, „Theorie der algebraischen Curven“, Artikel 7 — 12.) Wenn 
eine Anzahl von Punkten gegeben ist, die um Hins kleiner ist als die 
Zahl der zur Bestimmung einer Fläche n'°" Grades nöthigen Punkte, so ist 
dadurch eine Curvc bcstiinnit, durch welche die Fläche geht; und wenn 
die Zahl der gegebenen Punkte um zwei geringer ist, so sind durch sic 
eine gewisse Anzahl anderer Punkte der Fläche mitbcstiinmt, nämlich so 
viel, als zu der Anzahl noch fehlen. 


Weim eilt System von Flä- 
chen zweiten Grades derselben 
developpabeln Fläche eingeschrie- 
ben ist, d. i. wenn die Flächen 
desselben aclit gemeinsame Tan- 
gentenebenen besilzen , so ist der 
Ort der Pole einer festen Ebene 
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auf die Flächen des System dtirrh i in Bezug auf die Flächen des 
eine feste gerade Linie; oder die ' Systems eine gerade Linie; oder 
Polaren eines Punktes in Bezug ilie Pole einer Eheue in Bezug 
auf die Flächen eines Büschels auf die Flächen eines Büchels 
zweiter Ordnung hilden ein F^he- zweiter Klasse hilden eine gerad- 
uenhüschel. linige Punktreihe. 

Denn wenn die Gleichimgen 

P ^ 0 = 0 

die Polarehenen eines festen Punktes in Bezug auf die Flächen 
zweiten Grades 

f/ = 0. r = 0 

respective bezeichnen, so ist 

/> -i- = 0 

die Gleichung der Polarehene desselben Punktes in Bezug auf die 
Fläche 

U + XV = 0 . 

Insbesondere ist der Ort der C e n t r a aller <1 e r s e I - 
heil developpa hell) Fläche eingeschriebenen oder 
acht Ebenen berührenden Flächen zweiten Grades 
eine gerade Linie. 

123- Wenn ein System von Flächen zweiten Gra- 
des durch eine gemeinschaftliche Durchschnitlscurve 
geht, (oder in eine gemeinschaftliche developpa hie 
Fläche eingeschriehen ist) so erzeugen die Polaren 
einer festen geraden F,inie ein Hy|ierholoid mit einer 
.Mantelfläche. 

Denn wenn 

P XQ = 0, P' + X{)' = 0 
die polaren zweier Punkte jener geraden Linie sind, so liegt 
ihre Itiirchschnillslinie noihwendig auf dem Hyperboloid 

P(/ = P Q. 

124. Wenn ein System von Flächen zweiten Gra- 
des eine gemeinschaftliche Durch Schnitts cur ve hat. 
so ist 'der Ort des Pols einer festen Ebene eine Baum - 
cur VC vom dritten Grade. 

Denn die Elimination von X zwischen den Gleichungen 

P XQ ~ 0, /*' + XQ' = 0, /'" + = 0 
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giebt (1.18 Syslern der netcrininanlen 
P, P’, P" 

0. Q\ 0" ~ 

welclies eine <airve vom drillen Grade repräsentiert. Denn die 
Flächen 

PQ'=P'Q, PQ" ^ P"Q 

l>eslimincn zwar eine Diirrliscliniltscurve vom vierten Grade, aber 
dieselbe enlhält die gerade Linie 

P = 0, 0 = 0, 

welche dagegen der Diirchdringnngsnirve der Flächen 
P'Q" =2 P"(J', P(J" = P"Q 

nicht angehürl. Die zu allen drei Flächen gemcinscliarilichen 
i'unkle bilden daher mir eine llanmcurve vom dritten Grade. 

Wenn (nach reiiproker Interpretation) ein System von 
Flächen zweiten Grades einer gemeinschaftlichen 
develo|i|)aheln h'läche eingesch ri e hen ist, so umhüllt 
die Polare eines festen I'nnkles eine developpahic 
Fläche, welche die Iteciproke einer Itanmciirve vom 
dritten Grade ist. 


125. Die l'olarehenen eines. 


Die Pole einer festen Ebene 


Punktes in Dezng auf alle die j in Bezug auf alle die Flächen 
durch sieben gegebene I’unkle I zweiten Grades, welche dieselben 
gebenden Flächen zweiten Gra- j sieben Tangenlenebenen besitzen, 
des gehen durch einen bestimm- liegen in einer festen Ebene, 
ten festen l’iinkt. 

Denn die tileichung der Polare eines festen Punktes in Be- 
zug auf eine der durch die allgemeine Gleichung 
U XV + njr = 0 
dargeslelllcn Flächen ist von der Ferm 

P + kQ + = 0 

und enthält daher den festen Punkt, in welchem die Ebenen 

/> = 0 , () = 0 . P = 0 

sich schneiden *). 


*) Ans diesem .Satze ist von Itosae eine C'oastructioii der durch neun 
gegelieiie Punkte gehenden Fliiehe zweiten Grades abgeleitet worden. 
,,Crellc’s Journal“ Hd. XXIVt p. .30. ,, Cambridge and Dublin Matheni. 
Joum.“ Vül.IV, p. 41. Man vergleiche die Entwickelitngen über dasselbe 
Problem, welche Townsend gab, ibid. Vol, IV', p. 211. 
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126. Aus dem llnislandc, dass die Discriminante in Bezug 
auf die CoelKicieiilen der Gleichung vom vierten Grade ist, folgt, 
dass die Grösse A aus einer bi(|nadralisclien Gleichung bestimmt 
werden muss, wenn die Gleichung 

V + A F = 0. 

die allgemeine Gleichung der einem einfachen System angehürigen 
Flächen, einen Kegel darstellen soll. Daraus ergiebt sich, dass 
d n r c b die ü u r c h s c b n i 1 1 s I i n i e zweier Flächen zweiten 
Grades vier Kegel zweiten Grades hindurchgehen. 

Wenn A, eine der vier Wurzeln dieser biquadratischen Gleich- 
ung bezeichnet, so bestimmen die vier Ebenen 


tiV . , dV 
dx d.v 

dü . , dl' ■ 
-dl + 


+ ^1 7 ^= 0 ’ 
dy 

, dV 


durch ihren lUirchschnilt die Scheitel dieser vier Kegel ; oder diese 
Funkle sind gegeben als die vier durch die Deterniinantenreihe 


dU 

dU 

dU 

dUl 

dx ' 

dy' 

dz’ 

du>\ 

dv 

dV 

dV 


dx’ 

dy’ 

dz ’ 

d(u| 


bestimmten Funkte. 

Dieselben vier Funkte sind diejenigen, deren Po- 
laren in Bezug auf alle die gemeinschaftliche Curve 
enthaltenden P'lächen zweiter Ordnung ln eine Ebene 
zusaminenfallen. 

Denn die Aufstellung der Bedingungen, unter welchen die 
Ebenen 


dU’ 

+ 


dU' 

+ 

dU' 

+ 

dü' 

dx 

y 

dy' 

^ "d7 

“ T“' 
dm 

dV 



dV 

+ 



dV 

dz 

+ 

y 

dy’ 

. 

‘ dz ' 

+ 

m 

dm 


Zusammenfällen, ffihrt auf dieselbe Beihe von Determinanten 


Ebenso giebl es vier Ebenen, deren Pole in Bezug 
auf eine Beibe von Flächen zweiten Grades, welche 
derselben develoj)paheln Fläche eingeschrieben sind, 
d i e selben vier Funkte bilden. 
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127- Wenn zwei Flächen zweiten Grades 
U = (i, F = 0 

einander berühren, so liat die biquadratischc Glcicli- 
ung für A, welche aus der Discriniinante entspringt, 
zwei gleiche Wurzeln; ganz ebenso, wie das Analoge in der 
Theorie der Kegelschnitte sich ergab *). 

Man beweist diess am leichtesten, indem man den Anfangs- 
punkt in den Uerührungspunkl der Flächen verlegt und die ge- 
meinschaftliche Tangentenebene zur Coordinateiiebene 

j = 0 

wählt. Dann gellen für die Gleiclumgen beider Flächen die De- 
lationen 

d = ü, p ~ a, q — Q 

und die Substitution in die im Artikel 63 gegebene Discriniinante 
liefert die biquadratischc Gleichung in der Form 

(r -f- Ar')* {(n -1- An')* — (a -|- A«') (6 -j- Ai')} r= 0, 
aus welcher die Existenz gleicher Wurzeln unmittelbar hervorgeht. 

Daher wird die Bedingung, unter welcher zwei Flächen zwei- 
ten Grades einander berühren, erhalten, indem mau die Discri- 
minantc der biquadratischen Gleichung in A iiildel. 

Es ist evident, dass die Verhältnisse der Cocfricicntcn der 
bezeichneten biquadratischen Gleichung in A in Bezug auf das 
Paar der Flächen zweiten Grades, auf welches sie sich beziehen, 
Invarianten sind. 

128. W’’enn zwei Flächen sich berühren, so ist der 
Berührungspunkt ein Doppelpunkt in ihrer Ourch- 
schnitlscurve. 

Denn im Allgemeinen durchschneiden sich zwei Flächen vom 
m'”“ und m’'" Grade in einer Gurve vom ;nn‘™ Grade, d. h. in 
einer Curve, welche mit einer Ebene im Allgemeinen mn Punkte 
gemein hat. Jedem Punkte der Durchsclinittscurvc entspricht eine 
einzige bestimmte Tangente dieser Letzteren, nämlich die Dnrch- 
schniltslinie der Tangentenebenen beider Flächen in diesem Punkte; 
denn jede durch diese Linie gehende Ebene schneidet die Flächen 
in zwei sich berührenden Curven, geht also durch zwei zusam- 
menfallende Punkte der Durchsclmittscurve. Wenn aber die Flä- 


*) Vergl. „Anal. Gconi. d. KegBlsclinitte“ Artikel 3(>4. 
Salinuii, Atifti. (jc'om. <1. 12 
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dien sich lierühren, so werden sie von jeder durch den Berüh- 
rungspunkt gehenden Ebene in zwei sich berührenden Curven 
geschnitten und jede solche Ebene geht daher durch zwei zusam- 
inenrallendc Punkte der Durchschniltscurve. Der Berührungspunkt 
ist somit ein Doppelpunkt in dieser Curve. 

In Folge dessen entsprech CU ihr, ganz analog dem 
Falle ebener Curven, zw ei Tangenten in diesem Punkte. 
Denn in der gemeinschafllichen Tangentenebene beider Flächen 
giebt cs zwei gerade Linien von solcher Lage, dass jede durch 
eine von ihnen gehende Ebene die Flächen in Curven durch- 
schneidet, die drei gemeinschaillliche Punkte im Berührungspunkt 
besitzen, oder einander osculieren. 

Wir nehmen die Tangentenebene zur Ebene xy und denken 
die Gleichungen der Flächen in der Form 

z nar* 2n.ry -|- by'^ -p etc. = 0, 
r -p aar -p 2n'xy -p fr'y* -p etc. — 0 
gegeben; dann schneidet eine Ebene 

y = yx 

diese Flächen in Curven, welche einander osculieren, wenn die 
Bedingung 

o -p 2ny -p bfi^ = a -p 2n'y -p b'y^ 
erfüllt ist*). Die beiden bezeichncten geraden Linien sind daher 
durch die Gleichung 

(fl — fl') a:* -p 2 (« — n] xy + (6 — b) y- — 0 
bestimmt, wie diess auch in anderer Art leicht bewiesen wer- 
den kann. 

Wenn die Gleichung einer Fläche in der Form 
«I -p «2 -p -p elc. = 0 

geschrieben ist, wo t/, die Vereinigung derjenigen Glieder bezeich- 
net, welche in den Veränderlichen vom Grade i sind, so liegt 
der Anfangspunkt der Coordinaten in der Fläche und die Ebene 

«, = 0 

enthält alle die geraden Linien, welche im Anfangspunkt zwei 
zusammcnfallende Punkte mit der Fläche gemein haben; wenn 
aber t/, mit Null identisch ist, so hat die Fläche im Anfangspunkt 


*) Vergl. „Annl. Oeom. d. Kegelschnitte“ Artikel 241. 
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einen Doppelpunkt und alle geraden Linien, welche die Fläche in 
drei auf einanderfolgenden Punkten schneiden , sind in der Kegel- 
fläche zweiten Grades 

M, = 0 

enthalten. 

In dem hier betrachteten Falle erhalten wir nun durch Sub- 
traction der einen Gleichung von der andern den Ausdruck einer 
die Durchschnittscurve enthaltenden Fläche, nämlich 

{a — a) aP -f 2 (n — - n) xy -f (fc — b') y* -f etc. = 0 , 

in welcher der Anfangspunkt ein Doppelpunkt ist und die beiden 
so eben betrachteten Geraden diejenigen geraden Linien sind, 
welche die Fläche in drei zusammenfalienden Punkten schneiden. 

129- Das Zusammenfällen dieser Linien bedingt 
die Existenz einer Spitze, oder eines stationären (Cus- 
pidal-) Punktes in der Durchdringungscurve im An- 
fangspunkt, und wir wollen in diesem Falle die zwi- 
schen beiden Flächen stattfindende Berührung als eine 
stationäre bezeichnen. 

Die algehraisclie Bedingung derselben ist unter den vorher 
gemachten Voraussetzungen über die Lage der Coordinatenachsen 
die Relation 

(o — a) (b — b') = (n — n'p. 

Die Anschauung der hiquadratisrhen Gleichung des Artikel 
127 zur Bestimmung von l zeigt sofort, dass unter dieser Be- 
dingung drei Wurzeln derselben den Werth — 1 haben; denn 
in dem untersuchten Falle ist nach der Form der untersuchten 
Gleichungen auch 

f 

r s=z r . 

Die Bedingungen einer stationären Berührung werden somit 
erhalten, indem man die Relationen aufstellt, welche die Coeffi- 
rienten einer biquadralischen Gleichung erfüllen müssen, damit 
dieselbe drei gleiche Wurzeln habe; sie sind 

S = 0 , r = 0 , 

wenn wir durch S und T die bekannten beiden Invarianten hi- 
quadratischer Formen bezeichnen, welche in den Coeßicieiiten vom 
zweiten und vom Grade sind und -f^.s).*) 


*) Vergl. „Vorlesungen“ Artikel 138. „Elemente“ Artikel 23, p. 204. 

12 * 
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130. ria (He Bedingung, nnlor welclier eine Fläche zweiten 
Grades ('ine Ebene ben'ilirl, nach Artikel 75 in den Coefficienteii 
der Gleichung derselben vom dritten Grade ist, so ergiebt sich, 
dass unter den Flächen eines einfachen Systems mit 
gemeinschartlicher Dnrchschnittscurve drei sind, wel- 
che eine gegebene Ebene berühren; und reciprok un- 
ter den Flächen eines einfachen Systems mit einer ge- 
meinschaftlich umschriebenen developpabeln Fläche 
drei, welche durch einen gegebenen l’iinkt gehen. 

Dagegen ist olfenbar, dass im ersten Falle nur eine 
Fläche des Systems du rch einen gegebenen Punkt geht 
und im zweiten Falle n u r ei ne F l ä che des Systems eine 
gegebene Ebene berührt. 

In jedem Falle existieren zwei Flächen desSystems, 
welche eine gegebene gerade Linie berühren; denn die 
im Artikel 7G gegebene Bedingung, unter welcher eine Fläche 
zweiten Grades eine Gerad(! berührt, enthrdt die ('.oeflicienten der 
Gleichung der Fläche nur iin zweiten Grade. 

131. Es ist auch geometrisch evident, dass unter den Flächen 
eines einfachen Systems mit gemeinschaftlicher Durchschnittscurvc 
nur drei eine gegebene Ebene berührende gefunden werden kfui- 
nen. Denn diese Ebene schneidet die gemeinschaftliche Durch- 
schnittscurve in vier Punkten, welche den Durrhschnitlslinien der 
Ebene mit den Flächen des Systems gemeinschaftlich sein müssen. 
Da nun die Tangcntenelx'iicu einer Fläche zweiten Grades die- 
selbe in zwei reellen oder imaginären geraden Linien durchschuei- 
det (Artikel 104), so können diese Geraden in iinserm Falle nur die 
drei Paare von geraden Linien sein, welche durch jene vier Punkte 
bestimmt sind. Die Berührungsiuinkle der drei fraglichen Flächen 
mit der Ebene, d. i. die drei Diirchschnittspunktc der betracMe- 
ten Linienpaarc, sind die drei Punkte, welche in Bezug auf alle 
Kegelschnitte des einfachen durch vier feste Punkte gehenden Sj- 
slems sich s(>lhst conjugiert sind, d. h. von denen jeder die ge- 
rade Verltindungslinie der beiden andern in Bezug auf alle Kegel- 
schnitte des Systems zu seiner Polare hat.*) Wenn man den 
Scheitel eines der vier Kegel des Systems durch gerade Linien 

*) Verftl. ,,Aiialyt. Goom. <1. Kcgolscliiiitte “ Artikel 370, 400 und 
Zusatz j». 002. 
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mit den bezeichneten drei l'uiikleii verbinde) , so sind dieselben 
conjugierte Durchmesser eben dieses Kegels; nach der Schluss- 
bemerkung des Artikel 67. 

132. Ein System von Flächen zweite n Grades, wel- 
che ein gemeinschaftliches Centriim und gemeinsame 
Kreisschnitte haben, kann als ei n specicller Fall eines 
einfachen Systems mit gemeinschaftlicher Durch- 
schnittscurve angesehen werden. Denn die Gleichung der 
Flächen eines solchen Systems ist nach Artikel 100 von der Form 

S + A (X* -F f + *2) ^ 0. 

Da die Gleichung 

+ y* + 2^ = 0 

einen Kegel reprä.senliert, so ist das gemeinscbaftlicbe Centriim 
einer der Scheih'l der vier dem System angebörigen Kegel. 

Ueberdiess sind irgend drei conjugierte Durchmesser des 
imaginären Kegels 

+ y* + ~ 0 

rechtwinklig zu einander, weil diese Gleiclniiig eine unendlich 
kleine Kugel repräsentiert. Wir haben somit den Salz: Man 
kann stets drei conceiilrische und concyklischc Flä- 
chen zweiten Grades bestimmen, welche eine gege- 
bene Ebene berühren, und von den drei geraden Li- 
nien, welche das Centrum mit den Derührungspiinkten 
verbinden, ist jede rechtwinklig zu den beiden andern. 

133. Wenn zwei Flächen zweiten Grades sich in 
zwei 1’ II II k t e n b e r fi h r c ii , so zerfällt ihre D ii r c h s c h n i 1 1 s - 
curvij, im al lg ein ei neu Fall eine Ciirve von doppelter 
K r ü m III II n g V i e r t e n G r a d e s , i n z w e i e b e n e K e g e I s c h n i 1 1 e. 
Denn wenn wir eine Ebene durch beide Herrihriingspiinkte und 
einen beliebigen Punkt der Schiiiltcurve legen, so schneidet die- 
selbe die Flächen des Systems in Curven, welche drei Punkte und 
zugleich die zwei Tangenten gemein haben , welche den Berühr- 
ungspunkten entsprechen, und die somit identisch sein müssen. 

Die Gleichungen zweier solcher Flächen sind von der Form 

S — 0 , 5 "F LM = 0 , 

wenn 

i = 0. A/ = 0 

die Ebenen der Schnittciirvcn repräsentieren. 
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Man beweist in derselben Art, dass die Flächen ron zwei 
gemeinschaftlichen Tangentenkegeln zweiten Grades 
umhüllt werden. Denn wenn wir den Punkt denken, in wel- 
chem die Durrhschnittslinie der beiden gemeinschafllicheu Tan- 
gentenebenen von einer dritten gemeinschaniichen Tangentenebene 
geschnitten wird, so haben die beiden Tangentenkegel zweiten 
Grades, welche die beiden Flächen mit diesem Punkte bestimmen, 
drei gemeinschalUiche Tangentenebeneu und zwei gemeinschaft- 
liche Kanten und sind daher identisch. 

Die Reciproken zweier Flächen zweiten Grades, welche eine 
doppelte Berührung mit einander haben, sind gleichfalls ein Paar 
Flächen zweiten Grades von doppelter Berührung, und den bei- 
den Durchscbnittscurven-Ebencn des einen Paars entsprechen nach 
den Gesetzen der Reciprociläl die Schnittpunkte der gemeinschaR- 
lichen Tangentenkegel des andern Paares. Alle der Linie 

Z = 0, M = Q 

angehörigen Punkte haben in Bezug auf alle Flächen des Systenns 
S + ILM = 0 

die nämliche Polare. Denn wenn 

/> = 0 

die Polare desselben in Bezug auf die Fläche 

S == 0 

bezeichnet, so ist durch 

P + X {L'M -f LM') = 0 
seine Polare in Bezug auf 

S -1- ILM = 0 

dargestellt, und diese Gleichung reduciert sich für 

L' = 0, M' = 0 
auf 

P = 0. 

Daraus folgt dann weiter, dass alle Flächen des Systems in 
den beiden Punkten die nämlichen Tangentenebenen haben, in 
welchen die Fläche 

S = 0 

von der Geraden 

Z = 0, il/ = 0 

geschnitten wird. 
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Ausser diesen exislieren noch zwei andere Punkte, welclie 
in Bezug auf alle Flächen des Systems die nämlichen Polaren be> 
sitzen, nämlich die Scheitel derjenigen Kegelflächen zweiten Gra- 
des, welche beide Schnittcurven des Systems zugleich enthalten. 
Man erkennt aus geometrischen Gründen, dass diese beiden Punkte 
in der Polare der Linie 

Z = 0, A/ = 0 

in Bezug auf die Fläche 

S = 0 

enthalten sind, d. h. in der Üurchschnittslinie der gemeinschaft- 
lichen Tangentenebenen des Systems in den Punkten, in welchen 
diese Fläche von jener geraden Linie geschnitten wird, und dass 
diese Punkte die Brennpunkte der Involution sind, welclie von 
den Punktepaareu bestimmt wird, in denen die Polare die Fläche 

S = 0 

und die Ebenen 

Z 0, M ~ 0 

durchschneidet. 

134. Wenn zwei Flächen zweiten Grades eine dritte 
Fläche dieser Art in der nämlichen ebenen Gurve 
schneiden, so ist die Durchschnittslinie der Ebenen 
derjenigen Curven, in welchen sie dieselbe überdiess 
durchschneid en, zugleich auch Durchschnittslinie der 
Ebenen der andern Gurve, welche sie selbst mit ein- 
ander gemein liaben. 

Denn die Flächen 

S + LM = 0, S + Z.V = 0 
bestimmen mit einander ebene Scimitte, welche durcli die Ebenen 
Z = 0, M — If = Q 

gegeben sind. 

Die ähnlichen Flächen zweiten Grades gehören 
zu der eben discutierten Kl asse. Denn zwei Flächen 
zweiten Grades sind — die bei der Betrachtung ähnlicher Curven 
zweiten Grades gebrauchten Grunde beweisen es*) — ähnlich und 
ähnlich gelegen, wenn die Glieder vom zweiten Grade in den 
Gleichungen derselben übereinstimmen. Der geometrische Sinn 


*) Vergl. „Aualyt. Geom. der Kegelschnitte“ Artikel 2.37. 
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dieser Bedingungen isl in der Fxislenz des Aehnlich- 
keilscentrnins, dem Par all elismus der Achsen nnd ihrer 
Verhällnissgleichheit ausgesprochen. Ihre Gleichungen 
sind also von der Form , 

S = Ol S c L = 0. 

Wir sehen daraus, dass zwei solche Flächen zweiten 
Grades einander in einer ehenen Curve durchschnei- 
den, während <lic Ebene der andern Uurchschnills- 
curvc in unendlicher Entfernung isl. Wenn wir drei 
ähnliche und ähnlich gelegene Flächen zweiten Gra- 
des betrachten, so gehen die drei Ebenen ihrer end- 
lichen Durchschniltscurven durch dieselbe gerade 
Linie. Endlich besitzen die sechs Ebenen der Uurch- 
schnittscurven von vier solchen Flächen einen ge- 
meinschaftlichen Punkt. Wenn die Scheitel der Tangcnlen- 
kegcl einer Fläche zweiten Grades eine ähnliche und ähnlich ge- 
legene Fläche durchlaufen, so durchschneiden sich je zwei der- 
selben in ebenen Curven. 

Alle Kugeln sind ähnliche und ähnlich gelegene Flächen zwei- 
ten Grades; es ist die Consequenz dieser ihrer Natur, dass sie 
einen gemeinschaftlichen Durchschnitt in unendlicher Entfernung 
haben, einen Durchschnitt, welcher ufTeubar ein imaginärer 
Kreis ist. 

Ein ebener Querschnitt einer Fläche zw eilen Gra- 
des isl ein Kreis, wenn diejenigen zwei Punkte, in wel- 
chen seine Ebene diesen unendlich entfernten imagi- 
nären Kreis schneidet, ihm angchören. 

Wir können daraus direct die Zahl der Auflösu ngen er- 
kennen, deren das Problem der Bestimmung der Kreis- 
sehnitte einer Fläche zw' eilen Grades fähig ist. 

Denn die Schnittcurve der Fläche zweiten Grades mit der 
unendlich entfernten Ebene wird von der Schnittcurve einer Ku- 
gel mit derselben Ebene in vier Punkte geschnitten, welche durch 
sechs gerade Linien verbunden werden können; die durch irgend 
eine dieser Geraden gehenden Ebenen schneiden die Fläche zwei- 
ten Grades in Kreisen. Die sechs geraden Linien theilen sich in 
drei Paare, von denen jedes einen der drei Punkte als seinen 
Durcbscbnittspunkl bestimmt, welche in Bezug auf die Durch- 
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schnillscurve der Fläche zweilen Grades und die der Kugel die- 
selbe Polare haben. Diese drei Punkte bestimmen die Richtungen 
der Achsen der Fläche zweiten Grades. 

Eine Umdrehungsfläche ist diejenige Fläche zwei- 
ten Grades, welche mit einer Kugel eine doppelte Be- 
rührung in unendlicher Entfernung hat. Denn eine Gleich- 
ung von der Form 

X* -f- y’ -|- = b 

kann in der Form 

(x'^ -H y* -f- 2* — r’) -F {{<1 — 1) 2* — (Ä — r*)} = 0 


geschrieben werden, deren letzter Theil die Verbindung zweier 
Ebenen repräsentiert. Es erhellt auch, wie in diesem Falle nur 
eine Lage reeller Kreisschnitte vorhanden ist, welche bestimmt 
ist durch die Verbindungslinie der Berührungspunkte der unend- 
lich entfernten Schnitte der Fläche zweiten Grades und der 


Kugel. 

1.S5. Vor dem Uebergang zur umfassendem Betrachtung einer 
andern wichtigen symbolischen Form, mögen hier als weitere Bei- 
spiele folgende Anwendungen bemerkt werden, welche man von 
der hier zu Grunde liegenden Betrachtungsweise machen kann. 
Zuerst in Bezug auf das Problem der Normalen, welche 
von einem Punkte x', z au das Ellipsoid 
■A A 


+ 


r 

6 * 


+ 


— 1=0 


gezogen werden können. Man braucht nur in den Gleichungen 
der Normalen im Artikel 87 die x, y, z mit den x', y', z und 
umgekehrt zu vertauschen, um zu sehen, dass die Coordinaten 
der Fiis.spunkte ansser der Gleichung des Ellipsoids den drei 
Gleichungen 

flV (* — ■*) — iy' — y) ~ 0 , 

i*2 (y' — y) — c^y (z — 2) = 0 , 

C^X (z' z) ( 1*2 (x' — .x) = 0 

genügen müssen. Man erhält ans ihnen die Goordinaten der sechs 
Punkte, welche der Aufgabe entsprechen. 

Wenn man aber die linke Seite der auf Null reducierten 
Gleichung des Ellipsoids durch das Symbol S und die linken Seiten 
der drei Bedingungsgleicbungen durch die entsprechenden Symbole 
Sj, S 3 bezeichnet, so giebt die durch lineare Verbindung 
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dieser vier Symbole mit den Constanten x, A, ft, v entstehende 
Gleichung 

X S -f- A Sj -f- fi Sj + *' ^3 = 0 

die Srmbolgleichung derjenigen Flächen zweiten Grades, welche 
durch die sechs ISormalenfusspunkte hindurchgehen, da sie durch 
das gleichzeitige Verschwinden von S, S^, S^, Sj erfüllt wird und 
überdiess drei unabhängige Constante enthält. (Vgl. Artikel 121.) 
Die Betrachtung derselben führt nun leicht zu dem von Chasles 
herrührenden Satze: Die sechs von einem Punkte an ein 
Ellipsoid gezogen Normalen liegen auf einem und dem- 
selben Kegel zweiten Grades. 

Denn die Bedingungen, unter welchen der Punkt y, z 
zum Centrum der durch jene Symbolgleichung dargestellten Fläche 
wird, sind nach Artikel 65 

X —T- + Ay — vz = 0, 

fl’ 

« ^4“ + /»«'— Aa:'= 0, 

2 2^ e e 

* "Ti' + vx — fuj = a, 
c' 

und dieselben fordern somit 


X = 0, 

liefern aber dann 

k : fl : V = z' : tj : x'; 

und die Bedingung, unter welcher der Punkt x', y, z' der be- 
trachteten Fläche angehört, ist 



gleichzeitig erfüllt. Die Substitution der so gefundenen Werthe 
in die allgemeine Gleichung liefert überdiess die Gleichung des 
fraglichen Kegels*). 


*) Die Theorie der Normalen der Flüchen zweiten Grades ist mit 
Erfolg behandelt von F. Joacbimsthal, „Crelle’s Journal“ Bd. LUI, 
p. 149 f. nnd Bd. LIX, p. 111 f. Das Problem der Normalen ist aber 
einer allgemeineren Auffassung fähig durch WeiterfUhmng der Betrach- 
tungen, welche für das analoge Problem der Kogelschnittstboorie ge- 
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Sodann eine einfache Diacussion der Frage nach dem geo- 
metrischen Orte der Scheitel derjenigen Kegel zwei- 
ten Grades, welche durch sechs gegebene Punkte im 
Raume hindurchgehen. 

Wir denken diese Punkte durch 

t -^2 "^6 

bezeichnet und stellen zunächst durch 

L = 0, M = 0, N = 0. P = 0 
die Gleichungen der vier Ebenen dar, welche durch die Punkte- 
gruppen 

J f ^2 * * ^^2 * ^^3 * ^ t * 1 ^ ^ 

[A als ein beliebiger Punkt im Raume gedacht) bestimmt sind; 
dann repräsentiert 

LN — IMP = 0 

jeden aus dem Scheitel A durch die Kanten 
L — M = 0. L=P<=0. N=M = 0,N=P=0 
beschriebenen Kegel zweiten Grades, und wenn wir durch 
L'. M\ N\ P' 

die Substitutionsresultate bezeichnen, welche die Einführung der 
Coordinaten von A^ in die Ausdrücke L, M, N, P ergiebt, so 
gilt für das Hindurcbgehen dieses Kegels durch den Punkt Aj^ die 
Bedingung 

L’N' — XM'P' = 0, 

so dass man die Gleichung der durch die fünf Punkte 
A^, A^, A-^, A^f A^ 

aus dem Scheitel A beschriebenen Kegellläche zweiten Grades in 
der Form 

M'P’LN — L'N' MP = 0 

erhält. Soll dieselbe auch durch den Punkt A^ geben, so müs- 
sen seine Coordinaten ihr genügen , d. b. wenn durch 
L”, M", N", P" 

geben sind, „Analyt. Geom. d. Kegelscbn.“ Artikel 477—479. Dadurch 
tritt dasBelbe in die Klasse von Aufgaben ein, welche für die algebrai- 
sche Untersuchung in allgemeinster Form von Interesse sind. Wir 
müssen hier auf die inbaltreicbe Abhandlung von A. Clebsch im 
LXII. Bande des ,, Journal f. d. r. u. a. Math.“ zum weiteren Studium 
verweisen und bemerken nur, dass ein ungemein lehrreiches Beispiel 
damit gewonnen ist. 
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<lie Resullalo der Siibstilulion der Coordinaten von in die Aus- 
drücke 

Z, AI. N, P 

bezeichnet «erden, es muss die Bedingung bestehen 
M'P' L"N" — L'Ai'M"P" = 0. 

Sie ist die Gleichung des Ortes, nach welrhein gefragt wird, 
denn sie enlliält nur noch die (Koordinaten A', F, Z des als Scheitel 
des Kegels lielrachteten Punktes da sie dieselben im vierten Grade 
enthält, so ist der fragliche Ort eine Fläche vierten Gra- 
des. Nach der Gestalt ihrer (ilcicliung enthält sie ein System 
gerader Linien, welches man leicht näher bezeichnen kann. Sic 
ist erfüllt durch je zwei Bedingungen der folgenden Gruppen : 


z' 

= 

0. z" 

= 

0; 

AI" 

= 

0, 

AI' 


0 

L' 

= 

0, N" 

= 

0 : 

AI" 

= 

0, 

P' 

= 

0 

Z' 

= 

0, 

M' 

= 

0: 

AI" 

= 

0, 

L" 

=r 

0 

r 

=2 

0. 

P’ 

= 

0; 

AI" 

S= 

0, 

N" 

= 

0 

N’ 

= 

0, 

A" 

= 

0 : 

P" 

= 

0, 

P' 

= 

0 

N' 

= 

0, 

.1/' 

= 

0; 

P" 

= 

0, 

L" 

s= 

0 

N' 

= 

0, P' 

==: 

0: 

P" 

= 

0, 

N" 

= 

0 

Af' 


0. 

Z" 

= 

0; 

P" 

= 

0. 

AI' 

= 

0 


d. h. sie enthält sechszehn Gerade, welche zu je vier in den Ebenen 
Z' = 0, N' = 0, Af' = 0, P" = 0, 

oder 

L" = 0, N" = 0, AI' = 0, P' = 0, 
d. i. den Ebenen 

-^1^2 •■(5. 

oder 

j4 I A 2 , A^ A^ A ^^ , A^ A^ A ^ A^ 

enthalten sind; unter ihnen sind die durch 


z' = z" = n, L' 

— AI' 

11 

0 

11 

II 

0 

Tf' = K" : = 0, Af' 

= AI’ 

r:= 0 , iV' = />' = 0 , 

M” = AI' = (\, Al" 

= Z" 

= 0. AI"= N”= 0. 

P" = P' = 0. P" 

= L" 

11 

0 

if 

II 

0 

dargestellten die Geraden 
A^ A^, 

AfA,. 

A, Af , 

^ 5 ^ 6 * 

A,Af , 

AfA,, 

A^ A^, 

AjA^, 

A,A,, 

A^ Af, 

Af A,, 

AfA,, 
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d. h. zwölf linier den Verbindungslinien der sechs gegebenen 
Punkte. Man siehl leicht, dass der Ausschluss von dreien unter 
ihnen, nämlich der Linien 

nur aus der willkürlichen Wahl und Verbindung der Punkte 

//j, A^, 

zum Ausgang der Entwickelung entsprungen ist. Die Fläche ent- 
hält also zunächst diese 15 Geraden. Wenn wir aber betrachten, 
dass ausser den zwölf bezeichnelen Geraden noch die vier andern 
L'=zN" = a, iV' = Z"=0, Af"=i>' = 0, P" = Af' = 0 
der vorigen Betrachtung angehören, die Durchschniltslinien der 
Ebenenpaare 


A\ A2 A^ , 

-^3 ^4 ^6 » 

A3 A4 A^, 

A^ A2 Aq , 

Aj A14 , 

A^ A^ A^ , 

Af A4 A^ , 

A^ A^ A^ , 


von denen jedes Paar sämmtliche sechs Punkte enthält, so erkennen 
wir, dass überdiess die zehn Geraden der Fläche angehören, welche 
als Durchschniltslinien aller möglichen derartigen Paare von Ebenen 
entspringen. Die Zugehörigkeit dieser 25 Geraden zur 
Fläche erhellt auch aus einfachen geometrischen Betrachtungen. 

Wir bemerken endlich, dass sie auch die Raumeurve 
dritten Grades enthält, welche durch die sechs be- 
trachteten Punkte bestimmt ist*). 

136. Wenn 

S = 0 

eine Kugel repräsentiert, so ist die Gleichung einer mit 
ihr sich doppelt berührenden Fläche zweiten Grades 

S = LM 

und dieselbe drückt nach der in der Theorie der Ke- 
gelschnitte**) gegebenen Interpretation aus, dass das 
Quadrat der von irgend ein cm Punkte der Fl Ache zwei- 
ten Grades an die Kugel zu legenden Tangente zu dem 
Rechteck derEntfernungen desselben Punktes von zwei 
festen Ebenen in einem constanten V'erhältniss steht. 

•) Man vergloiclie A. Cayley’s Note in Hon „Comptes renHus“ 
1801, tom. I, p. 1210 und Weddle im „Cambrid);» and Dublin Math. 
Jonrn.“ Vol. V. 

**) V’ergl. a. a. O. Artikel 284. 
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Die Ebenen 

i = 0, 3/ = 0 

sind Ebenen der Kreisscbnille der Fläche zweiten Gra- 
des, weil sie Ebenen ihres Durchschnitts mit einer Kugel sind. 

In der Theorie der Kegelschnitte ist gezeigt worden,*) dass 
der Brennpunkt eines Kegelschnitts als ein unendlich kleiner Kreis 
angesehen werden darf, welcher mit dem Kegelschnitt eine dop- 
pelte Berührung besitzt, und dass die Directrix die entsprechende 
Berübrungssebne ist. In derselben Art können wir einen Brenn- 
punkt (Focalpunkt, Focus) einer Fläche zweiten Gra- 
des als eine unendlich kleine Kugel definieren, welche 
mit der Fläche eine doppelte Berü hrung in den Punk- 
ten der entsprechenden Directrix hat, d. Ii. der Punkt 
(a, ß, y) ist ein Focalpunkt, wenn die Gleichung der 
Fläche zweiten Grades in der Form 

(a: — o)’ -h (y — ßf -|- (z — y)* = <P 
dargestellt werden kann, in welcher O das Product der 
Gleichungen zweier Ebenen, genauer zweier linearer Polynome, ist. 
Wir müssen aber die zwei Fälle einzeln untersuchen, in wel- 
chen diese Ebenen reell und in welchen sie imaginär 
sind; denn in dem einen ist die Gleichung von der Form 

S = LM, 

in dem andern von der Form 

S = + An. 

In dem ersten Falle ist die Directrix 

Z = 0, A/ = 0 

derjenigen Achse der Fläche parallel, durch welche 
die reellen Ebenen der Kreisschnitte gelegt werden 
können. Wenn beispielsweise die Fläche ein Ellipsoid ist, so 
muss diese Linie der mittleren Achse parallel sein. In dem 
zweiten Falle ist dagegen diese Linie parallel zu einer 
der andern Achsen der Fläche. 

In jedem Falle ist die Schnittcurve der Fläche 
zw eilen Grades mit einer durch einen Focalpunkt und 
die entsprechende Dircctri.x gehenden Ebene ein Ke- 
gelschnitt, welcher diesen Punkt und diese Linie zum 
Focalpunkt und zur Directrix hat. 

») Ibid. Artikel 285. 
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Denn wenn wir die Achsen der x und y in einer durch die Linie 
L = 0. M=0 

gehenden Ebene wählen und dann z = 0 voraussetzen, so re> 
diicicrt sicli die Gleicliung auf die Form 

(.r — «)* + (y — ß)^ = Im 

oder die andere 

(a: — o)* + (y — ßf = f- + 
wo 

1 = 0, »1 = 0 

die Durchschnittslinien der Ebenen 

Z = 0. M = 0 mit 1 = 0 
bezeichnet. Nun fallen für eine durch die Linie 
Z = 0, A/ = 0 

gehende Ebene diese Schnitte offenbar zusammen und man erhält 
als die rediicierte Gleichiingsform 

{x — tt)* + (y — ß? = P'- 

diese repräsentiert aber einen Kegelschnitt, welcher die Linie 

/ = 0 

zur Directrix und den Punkt [o, ß) zum entsprechenden Brenn- 
punkt hat. 

Diess ist übrigens nur der algebraische Ausdruck des geo- 
metrischen Fartums, nach welchem der fragliche Querschnitt durch 
den unendlich kleinen Kreis, welcher als der Schnitt von S ent- 
steht, in der Berübrungssehne l berührt wird. 

137. VVir untersuchen nun, ob eine gegebene Fläche 
zweiten Grades nothwendig einen Focalpunkt und ob 
sic mehr als einen Focalpunkt besitzt; d. h. ob die Gleich- 
ung einer solchen Fläche immer in der Form 
S = Z2 + Af* 

dargestellt werden kann, in welcher 

S = 0 

eine unendlich kleine Kugel (Punktkugel) bezeichnet. 

Wenn wir als Coordinatenebenen x und y zwei zu einander 
rechtwinklige durch die gerade Linie LM gehende Ebenen wäh- 
len, so wird die Grösse 

Z* + Af* 

in der Form 


Digitized by Google 



192 


ax^ + 2bxy + cy* 


(larjii'stcllt, welche durch eine Drehung dieser Coordinaleuebcnen 
um diese ihre gemeinschafUiche Achse auf die Form 


gebracht werden kann. Und wenn man dann den Anfangspunkt 
nach irgend einem Punkte der durch den Focalpunkt gehenden 
Normalebene zur Directrix verlegt, so nimmt die (ileichung 


die Form 


S = L'^ + 


(x — a)* + (y — ß)^ + = .4 (x — y)* + B (y — d)^ 

an, in welcher a, ß die Coordinaten x, y des Focalpunklcs und 

y. d die des Fusspunktcs der Directrix bezeichnen; für entgegen- 
gesetzte V’orzeichen von A und B sind die Ebenen der Derührung 
zwischen dem Focalpunkt und der Fläche zweiten Grades reell 
und für gleiche Vorzeichen derselben Grössen sind sie imaginär. 

Unsere Coordinatenebeneu sind offenbar — die Form der 
Gleichung lehrt es — so gewählt, dass sie den Hauptebenen der 
Flüche parallel sind; und wir wünschen zu wissen, ob durch 
eine geeignete Wahl der Conslaiiten a, ß, y, 6, A, B 
die bezeichncte Form der Gleichung mit derjenigen 
einer gegebenen Fläche 



identisch gemacht werden kann. 

Dazu muss nun zuerst, damit der Anfangspunkt mit dein 
Centruni der Fläche Zusammenfalle, 

a ■= Ay , ß z= Bä 

sein. Mit Hilfe die.ser Delationen eliminieren wir die Grössen 
y und ä aus der gegebenen Gleichung und erhalten als ihre neue 
Form 

(1 — A) x'^ + {1~ B) t/ -H ^ ir 

so dass die Identität staltfindet, wenn 


-A-^ 
^ — L’ 

d. i. 

= M' 

d. i. 


L~y 
L~ ’ 

M ’ 


und 
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1—J 




oder 


B 




= 1 


Z — JV ' M — N 
ist. Für eine gegebene Fläche sind somit die Constanlcn A und B 
bestimmt, der Focalpunkt ist aber irgend ein Punkt des Kegelschnitts 
a* ä* 

L — N ^ M—N 

den man deshalb als einen Focalkegelschnitt der Fläche 
benennt. 

Wir haben weder über die Vorzeichen noch die relativen 
Grössen der L, M, N etwas bestimmt und müssen daraus schlies- 
sen, dass in jeder der drei Ilauptebenen ein Focal- 
kegelschnitt existiert, sowie dass derselbe mit dem 
entsprechenden llauptschnitt der Fläche confocal ist; 
denn die Kegelschnitte 


^ +• ^ = 1 -f - ^^--1 

L ^ M ’ L—N ^ M—N 


sind offenbar confocal. 

W'enn irgend ein Punkt (a', ß') eines Focalkegelschnitts als 
Focalpunkt betrachtet wird, so ist die entsprechende Di- 
rectrix eine Normale zur Ebene des Kegelschnitts, 
welche durch den Punkt 

«’ ß' 


oder 


y = 


y = 


N = 


La 


S = 


Mßl 


L — N' M—N 

geht. Die geometrische Interpretation dieser W'erthe sagt aus, 
dass der Fusspunkt der Directrix der Pol der Tan- 
gente des Focalkegelschnitts im Punkte (a', ^') in Be- 
zog auf den llauptschnitt der Fläche ist. Denn diese 
Tangente ist 

ae' ßß( 


L — N 


M—N 


= 1 


oder 


ß&' 


= 1 . 


fy 

L ^ M 

d i. offenbar die Polare von (y', d') in Bezug auf den Haupt.schnitt 


S4lmon, Anal. Geom. d. Raumes. 


13 
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a 


1 


L 


+ 


M 


= 1 . 


Nacli der Tlieorie der confocalen Kegelsclinitle in der ana- 
lylisdieU Gcuinetrie der Kbeiie folgt hieraus, dass die gerade 
Verbindungslinie des Focalpunkls mit dem Fusspunkt 
d er e ntsprcch enden Dir ectrix eine Normale dcsFocal- 
kegelschnitts ist. Wenn wir dabei daran erinnern, dass die 
durrb einen Focalpunkt und seine Directrix bestimmte Ebene die 
Fläche in einem Kegelschnitt durebsebneidet, welcher jenen Punkt 
xum Brennpunkt bat, so erhellt nun, dass diess als eine Eigen- 
schaft jeder Normalebene eines Focalkegelscbnitts 
ausgesprochen werden darf. 

Her Ort desFusspnnkles der Directrix für einen ge- 
gebenen Focalkegelscbnitt ist derjenige Kegelschnitt, 
welchen man als den Ort der Pole der Tangenlen des 
Focalkegelscbnitts in Bezug auf den Haupt schnitt der 
Fläche erhält, d. h. seine (ileicbung ist 


xvie man lindet, wenn man mittelst der Relationen zwischen den 
Firössen a, ß', y , S' die a, ß' aus <ler Gleichung des Focalkegel- 
schnilts eliminiert. Die Directricen bilden einen geraden Cylinder. 
für welchen der so eben bestimmte Kegelschnill die Basis ist. 

Als eine fernere Vervollständigung der hie^ vorliegenden Ana- 
logien der Focalkcgcischiiitte der Flächen mH den Brennjiunkten 
der Cnrven zweiten Grades führen wir den hier leicht zu bewei- 
senden Plücker’schen Satz an, nach welchem jede imaginäre 
Ebene, die durch eine Tangente eines Focalkegel- 
schnitts hindurch geht, eine Tangenteuebene der 
Fläche ist. (Vcrgl. Artikel 203-) 

138- Wir wollen nun die verschiedenen Arten der centri- 
schen Flächen zweiten Grades einzeln untersuchen, um die 
Natur ihrer Focalkegclschnitle zu studieren und namentlich 
zu erkennen , zu welcher von den zwei verschiedenen Arten von 
Focalpunktcn die Punkte derselben gehören. 

Die Gleichung 

ß'^ 

4- — - — = 1 

Z~N ^ M—N 

repräsentiert offenbar eine Ellipse, wenn A' unter den drei Grössen 
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L, M, N die algel)raisch kleinste, eine Hyperbel, wenn es <He mitt- 
lere, und eine imaginäre Curve, wenn es die grösste unter ihnen ist. 

Von den drei Focalkegelscbnitten einer centri- 
schen Fläche zweiten Grades ist daher immer der eine 
eine Ellipse, der andere eine Hyperbel und der dritte 
ist imaginär, in dem Falle des Ellipsoids sind die Gleich- 
ungen der Focalellipse und der Focalhyperbel durch 



respective dargestellt; und man erhält aus ihnen die correspon- 
dierenden Gleichungen itir das Hyperboloid mit einer Man- 
telfläche durch die Veränderung des Vorzeichens von c^, und 
diejenigen für das Hyperboloid mit zwei Mantelflächen 
durch die gleichzeitige Veränderung der Zeichen von ö* und c'\ 
Wir haben gesehen, dass den Focalpunkten imaginäre oder 
reelle Berübrungsebenen entsprechen, je nachdem J und 
B, d. i. 


A = 



B = 



gleiche otler entgegengesetzte Vorzeichen haben. 

Denken wir N als die kleinste der drei Grössen L, M, N, 
so sind die Zähler dieser Weitbe gleichzeitig positiv, während ihre 
Nenner in den Fällen des Ellipsoids und des Hyperboloids mit 
einer Mantelfläche ebenfalls positiv sind, und in dem Falle des 
Hyperboloids mit zwei Mänteln einer derselben negativ ist. So- 
nach sind in den Fällen des Ellipsoids und des Hyper- 
boloids mit einer Mantelfläche die Punkte der Focal- 
ellipse Focalpunkte von der Klasse derer, welchen 
imaginäre Berührungsebenen entsprechen; sie gehö- 
ren aber zur Klasse der Focalpunkte mit reellen Be- 
rührungsebenen in dem Falle des Hyperboloids mit 
zwei Mantelflächen. 

Ist sodann N die mittlere unter den drei Grössen L, 31, iV 
so haben die Zähler der betrachteten Werthe von A und B ent- 
gegengesetzte Zeichen, während die Nenner in dem Falle des 
Ellipsoids gleiche, in den beiden Fällen der Hyperboloide aber 
entgegengesetzte Zeichen besitzen. Demnach gehören in dem 
Falle des Ellipsoids die Punkte der Focalhyperbel zur 
Klasse derjenigen Focalpunkte, deren Berührungs- 

13 * 
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ebenen reell sind und sie ge hören zur entgegenge- 
setzten Klasse in den Fällen der Hyperboloide. Wir 
bemerken zusanunenrasscnd , dass für das Hyperboloid mit einer 
Mautelfläclie alle Focalpunkle von der Klasse derer sind , welchen 
imaginäre Berübrungsebeiien entsprechen; dass dagegen die Focal- 
kegelschnilte der beiden andern Flächen Focalpunkle von beiden 
Klassen enthalten, indem für das Ellipsoid die F'ocalellipse und 
für das Hyperboloid mit zwei .Maiiteinächeii die F'ocalhyperbel die- 
jenigen Focalpunkle enthalten, denen nur imaginäre Berührungs- 
ebenen entsprechen, üiess ist glrfchbedeuteiid mit dem, was wir 
schon im Artikel 136 erkannten, dass F'ocalpunkte mit reellen 
Berührungsebenen nur in den Normalebcnen zu derjenigen Achse 
der Fläche liegen können, welche den reellen Ebenen der Kreis- 
sebnitte angehört. 

139. Die F’ocalkegelschnille mit reellen Berühr- 
ung s e b c n e n d u r c h s c h n e i d e n die F' I ä c h e , während die 
Focalkcgelschnilte mit imaginären Berührungsebenen 
diess nicht thun. 

Denn wenn die Gleichung der Fläche in die Form 
S = r- + A/2 

gebracht werden kann, welche der imaginären Berührung ent- 
spricht, so entspricht dem Verschwinden des Werthes von S für 
die Coordinalen irgend eines Punktes der Fläche das gleichzeitige 
Verschwinden der Werthe von L und .V, d. h. der Brennpunkt 
liegt in der Directrix. Diess (indel aber nur in dem speciellen 
Falle statt, wo die Fläche eine Kegelfläche ist. Denn für den 
Brennpunkt als Anfangspunkt der Coordinalen enthält die Gleichung 
X* + 

in welcher 

i = 0, A/ = 0 

Ebenen repräsentieren, die den Anfangspunkt enthalten, nur Glie- 
der, die in den Veränderlichen vom zweiten Grade sind, und be- 
zeichuel daher eine Kogelfläche. (Artikel 62, 63.) 

Derjenige Focalkegelschnitt, welchem die reellen Berührungs- 
ebenen entsprechen, geht dagegen durch die Kreispunk le oder 
Umbilics der Fläche. Denn wenn die Gleichung der F'läche 
in die Form 

S = LM 

gebracht werden kann, so entspricht dem Verschwinden des i'olynoius 
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S für die Coordinatcn irgend eines Punktes der Fläche das gleich- 
zeitige Verschwinden eines der heulen linearen Polynome L oder M. 

Weil aber die Fläche durch den Durchschnitt von 
S = 0 und i = 0 
hindurchgeht, so schneidet die Ebene 

L = {i, 

wenn jener Punkt S in L liegt, die Fläche in einem unendlich 
kleinen Kreise, d. h. sic ist die einem Kreispnnkte entsprechende 
Tangentenebenc. Nach dieser Eigenschaft sind die Foc^Ikegel- 
schnilte dieser Art von Mac-Cullagh als „iimbilicar focal conics" 
bezeichnet worden; wir bezeichnen sie umschreibend als die Focal- 
kegelschnitte, welche die Kreispunkle der Fläche enthalten. 

140. Wenn die gegebene Fläche zweiten Grades ein 
Kegel, ihre Gleichung also von der Form 



ist, so geschieht die Rediiction derselben auf die Form 
S — I? ± il/ä 

genau wie vorher und es ergieht sich, dass die Coordinatcn des 
F'ocalpunktes die Itelalion 

- -F — f—— E= 0 
L—N ^ M—N 

erfüllen müssen, welche zwei gerade Linien oder eine un- 
endlich kleine Ellipse repräsentiert, je nachdem [L — N) und 
{M — N) entgegengesetzte oder gleiche Vorzeichen haben. Oder 
mit andern Worten; Die Focalhyperhel degeneriert in zwei gerade 
Linien, die Focalellipsc in den Scheitel des Kegels. Für den durch 



dargestelltcn Kegel ist die Gleichung der Focallinien 

— n 

„2 _ bl b’y+ c’ "" 

Die Focallinien eines Kegels, welcher zu einem 
Hyperboloid asymptotisch ist, sind die Asymptoten der 
Focalhyperhel des Hyperboloids. 

Die Focaipnnkte in diesen Focallinien sind von 
der Klasse derjenigen, welchen imaginäre Berührungs- 
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ebenen entsprechen. Nur der Scheitel, welcher Oberdiess in 
doppelter Weise Focalpunkt dieser .\rt ist, ist auch ein Focal- 
punkt der andern Art, denn die Gleichung des Kegels kann in 
jeder der drei Formen 


z’ = — 

+ 


3-2 


ö* 

+ c' 




•JL 



ö* 



6» 


+. 

6’ 

+ c‘ 
c» 


— 

0* 


X 

a* 

+ C‘ 


6* 


y 



c* 




geschrieben werden. Die Directrix, welche dem Scheitel 
als Focalpunkt zweiter Art entspricht, gehtdurchihn 
selbst. 

Die gerade Linie, welche einen Punkt der Focallinie mit dem 
Fusspunkt der entsprechenden Directrix verbindet, ist zur Focal- 
linie normal. Diess ergiebt sich als ein specicller Fall des vor- 
her von den Focalcurven allgemein bewiesenen Gesetzes, lässt 
sich aber auch sehr einfach direct beweisen. Die Coordinateii 
des Fusspunkls der Directrix sind 


La' _ Mß’ 

L — N' M— N' 


die Gleichung der Verbindungslinie desselben mit dem Focalpunkte 
{a, ß') ist somit 

ß' o' o ’ff { ^ ^ ^ 

M — N “ L — N ^ ^ \m— y l — n) 


und die Bedingung, unter welcher diese zur Focallinie 


normal ist. 


ß^a — a'ß 


"'1 4 . 

— N M — N 


= 0 ; 


diese Bedingung ist aber nach dem Vorhergehenden erfüllt. 

Ebenso ergielit sich als ein specieller Fall des Artikel 136, 
dass der in der Kegclfläche durch eine Normalebene 
zu einer seiner Focallinicn bestimmte Scbnill den 
Fusspunkt in dieser Letzteren zum Brennpunkt hat. 

141. Die Focallinicn eines Kegels sind normal zu 
den Kreisschnitten des B eciprocalkegels. (Vergl. Bei- 
spiel 18 Artikel 117.) 
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Die Kreisschnitte des Kegels 

Lx^ + yWy* + IVz* = 0 
sind nach Artikel 99 durch 

(Z — N) + {M—N) = n 

und die entsprechenden Focallinien des Reciprocalkegels 



sind, wie wir eben gesehen haben, durch 

= 0 

L — N ^ M—N 

dargestellt; die durch sie bestimmten Linien sind nothwendig nor- 
mal zu den durch erstere Gleichung bestimmten Ebenen. 

Das eben bewiesene Theorem ist ein specieller Fall des Toi- 
gcnden allgemeineren: Die Durchschnitte zweier recipro- 
ken Kegel mit einer Ebene sind reciproke Polaren in 
Bezug auf den Fusspunkl der Normalen, welche von 
ihrem gemeinschartliclieu Centrum auf diese Ebene 
gefällt wird. 

Denn wenn die Ebene eine Kante des einen Kegels iin Punkt 
P und die zu ihr normale Tangentenebene des andern Kegels in 
der geraden Linie QR schneidet, und durch M der Fusspunkt der 
vom Scheitel 0 auf die Schnittebeue gefällten Normalen bezeich- 
net ist, so ist offenbar PM normal zu QR und, wenn wir ihren 
Durchschnitt S nennen, POS ein rechtwinkliges Dreieck, somit 
PM . MS = OA/L 

Die den Ort von P bildende Curve ist daher dieselbe, wie 
diejenige, welche man erhält, indem man von M auf die Tan- 
genten QR Normalen fällt und in jeder derselben eine ihrer Länge 
umgekehrt proportionale Strecke abträgt. 

Wenn specicll der Schnitt des einen Kegels ein 
Kreis ist, so ist der des andern ein Kegelschnitt, wel- 
cher M zum Brennpunkt hat. 

Weitere Details über die Eigenschaften der Kegeiflächen ver- 
s|)aren wir auf die Untersuchung der sphärischen Kegelschnitte. 

142. Die Untersuchung der Focalpunkte bei an- 
deren Arten der Flächen zw eiten G rades geschieht in der 
nämlichen Weise. So für die in der Gleichung 
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enthaltenen Paraboloidc, ausgehend von der Darstellbarkeit der- 
selben in jeder der beiden Formen 

(a; — «y + +{z — yf = — ^ (■»■ — + (* ~ ^ + ^)* 

mit 

-r* + iy-ß? + [y - ß? + (*-y + £)* 

mit 

Es erhellt daraus, dass ein Paraboloid zwei Focal- 
parabcln besitzt, von denen jede mit dem entsprechen- 
den Hauptschnitt confocal ist; sowie, dass der Focal- 
punkt zur einen oder zur andern der vorher discutier- 
ten Arten gehört, je nach dem Zeichen des Bruches 


L — M 
L 

In dem Falle des elliptischen Paraboloids, als in welchem 
L und M zugleich positiv sind, ist für L als die grössere der 
Grössen die Focalcurve in der Ebene xz von der Art derer, 
welchen imaginäre Berührungsebenen entsprechen, während die 
in der Ebene der yz der entgegengesetzten Art angehört. 

Da lür jeden Wechsel der Zeichen von L und M der Wertli 

L — M 
L 

positiv bleibt, so gehören alle Focalpunkte des hyperbolischen 
Paraboloids zu denen der ersteren Klasse; wir haben diess vorher 
als eine Eigenschart des Hyperboloids mit einer Mantelfläche er- 
kannt und mussten sie, da das hyperbolische Paraboloid als ein 
spccieller Fall dieses Hyperboloids angesehen werden kann, (Ar- 
tikel 111) hier wieder linden. 

Es bleibt wahr, dass die Verbindungslinie eines Focalpunktes 
mit dem Fusspunkte der entsprechenden Directrix der Pol der 
Tangente des Focalkegelschnitts in Bezug auf den Hauptschnitl 
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der Fläche ist. Der Fusspunkl der Dircctrix gehört einer 
Parabel an und die Directricen seihst erzeugen einen 
parabolischen Cylinder. 

Zur Vervollständigung der Discussion bleibt übrig, die Focal- 
punkte der verschiedenen Arten von Cylindern zu be- 
zeichnen; man findet ohne irgend eine Schwierigkeit, dass zwei 
Focallinien existieren, so lange die Basis des Cylinders eine El- 
lipse oder Hyperbel ist, Linien, welche durch die Focalpunkte 
der Basis parallel den Erzeugenden des Cylinders geben ; nährend 
wenn die Basis des Cylinders eine parabolische ist, nur eine durch 
den Focalpunkt dieser Parabel gehende Focallinie existiert. 

143. Die geometrische Interpretation der Gleichung 

S = LM 

ist schon gegeben worden. Sie drückt die folgende Eigenschaft 
der Focalpunkte mit reellen Berührungsehenen aus: 
Das Quadrat der Entfernung irgend eines Punktes einer 
Fläche zweiten Grades von einem solchen Brennpunkte 
ist in einem constantcn Verhältniss zu dem Product 
der normalen Abstände desselben Punktes von zwei 
durch die entsprechende Directrix gehenden und den 
Ebenen der Kreisschnitte parallelen Ebenen. 

Die entsprechende Eigenschaft der Focalpunkte der 
andern Art, welche weniger ollen vorliegt, ward von Mac- 
Cullagh entdeckt und ist in folgendem Satze ausgesprochen: 
Die Entfernung eines Punktes einer Fläche zweiten 
Grades von einem Focalpunkte dieser Art ist in einem 
constanten Verhältniss zu seiner Entfernung von der 
entsprechenden Directrix, vorausgesetzt, dass die- 
selbe parallel zu einer der Ebenen der Kreisschnitte 
gemessen wird. 

In der Tbat, setzen wir voraus, dass die Entfernung eines 
Punktes [x, y, z] von einer der Achse der 2 parallelen Directrix 
durch den Punkt zu bestimmen sei , dessen Coordinaten x und y 
die Werthe y, S haben, gemessen überdiess parallel einer Ebene 

£ = mx. 

Dann schneidet eine Parallelebene durch den Punkt {x, y, 2 ), 

d. i. 

2 — z’ ■= m [x — x') 
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die Direclrix in einem Punkte, dessen x und y jene Werlhe 
d und y haben, während sein t durch die Gleichung 

z — z = m {y — x') 

bestimmt wird. Das Quadrat der fraglichen Entfernung ist daher 
{x’—yY + (y'—df + «*{*'— yf =•■ (y — d)^ + (1 + "»*) {x'—yY- 

In der Gleichung des Artikel 137 

(x — «)* + (y — ß)'^ + = A {x — yf + B [y — Sf, 

in weicher A und B beide positiv und A grösser als B voraus- 
gesetzt sind, bezeichnet somit die rechte Seite das .Sfache des 
Quadrats der Entfernung eines Punktes der Fläche zweiten Gra- 
des von der Directrix, gemessen parallel der Ebene 

z = mx für = — — — • 

Die im Artikel 137 gegebenen Wertbe von A und B bewei- 
sen, dass diese Ebene eine Ebene kreisförmigen Schnittes ist, wie 
solches auch geometrisch aus folgender Betrachtung sich ergiebt. 
Wir betrachten den Schnitt der Fläche zweiten Grades mit einer 
Ebene, die der bezeichueten parallel ist. Da die Entfernungen 
aller Punkte eines solchen Schnittes aus dem nämlichen Punkte 
der Directrix gemessen werden, so ist die Entfernung jedes Punk- 
tes desselben von diesem festen Punkte in einem ronstanlen Ver- 
liältniss zu seiner Entfernung vom Focalpunkt. Wenn aber die 
Entfernungen eines veränderlichen Punktes von zwei festen Punk- 
ten ein constantes Verhältniss behalten, so ist der Ort desselben 
eine Kugel, d. b. der fragliche Schnitt ist ein Kreis. 

iVir begegnen einer scheinbaren .4us nähme in dem 
einzigen Falle, wo die Entfernung vom Focalpunkt der 
Entfernung von der Directrix gleich ist. Weil der Ort 
eines Punktes, dessen Entfernungen von zwei festen Punkten ein- 
ander gleich sind, eine Ebene ist, so müssen in diesem Falle die 
Schnitte der Fläche mit den der betrachteten Ebene parallelen 
Ebenen gerade Linieu sein. 

Die Erinnerung an die vorhergehenden Artikel zeigt aber 
(Artikel 142), dass das betrachtete Verhältniss nur in dem Falle 
des hyperbolischen Paraboloids den Werth Eins hat, 

B = 1, 
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d. i. in dem Falle einer Fläche, welche jene Ebene nicht in Kreis- 
schnilten durchschneidet, weil sie solche gar nicht besitzt. 

Hac-Cullagh hat das Vcrhältniss der Focaldistanz 
zur Entfernung von der Directrix den Modulus der 
Fläche und die Focalpunkte mit imaginären Berühr- 
ungsebenen Modular-Focalpunkte genannt.*) 

144. Es ist im Artikel 133 bemerkt worden, dass alle Flächen 
zweiten Grades von der Form 

S — LM = 0 

von zwei Regeln umhüllt sind; wenn insbesondere 

S = 0 

eine Kugel bezeichnet, so müssen diese Kegel Umdrehnngskegel 
sein, wie alle eine Kugel umhüllenden Kegel; wenn sich diese 
Kugel endlich auf einen Punkt reduciert, so fallen beide Kegel 
nothwendig in einen einzigen zusammen, welcher jenen Punkt 
zum Scheitel hat. Somit ist ein eine Fläche zw eiten Gra- 
des umhüllender Kegel ein Unidrehungskegel, wenn 
sein Scheitel ein Focalpunkt der Fläche ist. 

Wegen der Wichtigkeit dieses Satzes geben wir einen direc- 
len algebraischen Beweis desselben. Wir bemerken zuerst, dass 
jede Gleichung von der Form 

** + y* + z* == [ax + by + czf 
einen geraden Kegel darslellt. Denn wenn die Achsen, indem sie 
rectaiigulär bleiben, so transformiert werden, dass die durch 
o* -)- äy + cz = 0 


*) Mac-Cnllagli veröffentlichte die modulare Erzeugungs-Methode 
der Flüchen zweiten Grades 1830; Salmon gab 1842 die ergänzende 
Eigenschaft der nichtmodularen Focalpunkte. Nicht lauge nachher be- 
zeichnete Amiot unabhängig dieselbe Eigenschaft, ohne doch die voll- 
ständige Theorie der Focalpunkte zu erhalten, weil er Muc-Ciillagh’s 
Methode der Generation nicht kannte. Mac-Cullagh hat einen de- 
taillierten Abriss der Focaleigenschaflen der Flächen zweiten Grades 
in den „Procoedings of the Royal Irish Academy," Vol. II, p. 410 ver- 
öffentlicht. Townsend hat eine werthvolle Arbeit in „Cambridge and 
Dublin Mathematical Journal" Vol. III, p. 1, 97, 148 mitgetheilt, in 
welcher die Eigenschaften der Focalpunkte, als Grenzen von Kugeln, 
die mit der Flüche eine doppelte Berührung haben, sehr vollständig 
untersucht sind. 
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dargestellle Ebene eine der Conrdinalenebenen wird, so wird die 
Gleichung des Kegels in die Form 

+ F* + Z* == -l.r 

übergcführl, die wegen der Gleichheit der Coefficienlen von 
und einen Umdrehungskcgel bezeichnet. 

Wenn wir aber nach der Regel des Artikel 74 die Gleichung 
des Kegels bilden, der aus dem Anfangs|)unkt der Coordinaten 
der Fläche 

a:* + + z* — - iV’ = 0 

für 

L = ax by + cz d, M — ax h'y + cx + d' 
umschrieben ist, so erhalten wir 

(d* + <T2) (** + yJ 4- _ z* - m) + (rfZ + d'A/)* = 0 

oder 

(d* + d'*) (.r* + y* + z^) — (d'Z — dMf = 0, 
welche nach dem V’origen die Gleichung eines geraden Kegels ist. 

Eine Reihe weiterer Eigenschaften der Focalpunkte, welche 
aus den vorgetragenen Grundsätzen leicht abgeleitet werden kön- 
nen, empfehlen wir dem Leser als Beispiele zur üebung. 

Beispiel l. Die Polare einer Directrix ist die Tangente 
des F 0 calkegelsch ni t Is im entsprechenden Focalpunkte. 

Beispiel 2. Die Polare hciic eines Punktes einer Directrix > 
ist zu der Verhindu ngslinie dieses Punktes mit dem ent- 
sprechenden Focalpunkte normal. 

Beispiel X Wenn eine durch den festen Punkt 0 gezo- 
gene geradeLiiiie irgend eine Directrix schneidet und in 
der Fläche zweiten Grades die Punkte A und B hestimint, so 
ist für den entsprechenden Focaipnnkt F 

tan ^ AFO . tan ^ BFO = const. 

Man beweist diesen Satz ganz analog dem in der Theorie der Kegel- 
schnitte gegebenen entsprechenden Theorem. (Vergl. „Analyt. Gcoin. der 
Kegelschnitte“ Artikel 228, Aufgabe 6.) 

Beispiel 4. Die Constanz des bezeichncten Products 
bleibt bestehen, wenn der Punkt 0 sich auf einer Fläclie 
zweiten Grades bewegt, die mit der gegebenen die Ebenen 
der Kreisscbnitle, den Focalpunkt und die Directrix ge- 
meinschaftlich hat. 

Beispiel Wenn zwei derartige Flächen zweiten Gra- 
des von einer durch die gemeinschaftliche Directrix geh e'n- 
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(I eu Geraden g CSC h ni tte uw er<l eil, so bestininicudieaufilir 
in Leiden Flächen begrenzten Sclincn am Fucalpunkte 
glciclie VViukel. 

Beispiel G. Wenn eine gerade durch eine Direclrix ge- 
hende Linie eine der beiden Flächen zweiten Grades be- 
rührt, SU bcstiiuiiit die durch die andern hegren zle Sehne 
am Focalpunkt einen Winkel vonconstanter Grösse.*) 

145- Nachdem wir die merkwürdigsten Fälle der in der all- 
gemeinen Form 

S— LM = 0**) 

enthaltenen Flächen zweiten Grades näher untersucht haben, gehen 
wir zur Betrachtung der Gleichung 

S — = 0 

über, welche eine Fläche zweiten Grades darstcllt, 
die mit der Fläche 

S = 0 

längs ihres Durchschnitts mit der Ebene 

i = 0 

eine Berührung hat. 

Man erkennt aus geometrischen Betrachtungen wie im Arti- 
kel 133> dass zwei Flächen zweiten Grades sich nicht 
in drei Punkten berühren können, ohne dass sie sich 
längs einer ganzen ebenen Curve berühren. 

Die in dem Beispiel des Artikel 74 gegebene Gleichung des 
Tangentenkegels einer Fläche ist ein specieller Fall der hier be- 
trachteten Gleichungsform 

■ S = 


•) Wir haben in diesem Abschnitte eine Uebcrsicht derjenigen Be- 
ziehungen gegeben, welche jeder Focalpnnkt einer Fläche zweiten Gra- 
des, einzeln betrachtet, zu ihr hat. Wir werden im nächsten Kapitel 
die Eigenschaften der Focalkegelschnittc, welche die Vereinigung der 
Brennpunkte sind, und diejenigen der confocalcn Flüchen ebenso dar- 
stellen. Diese Eigenschaften sind zuerst im Detail durch Chaslcsnnd 
Mac-Cullagh studiert worden, welche um dieselbe Zeit unabhängig 
von einander zu der hauptsächlichsten unter ihnen kamen. Man findet 
die Resultate von Chaslos in den Noten zu seinem „Apercu historique" 
(1837), 

*•) Der hier nicht hervorgehobene Specialfall, in welchem S in 
zwei lineare Factoren zerfällt, ist in Artikel 105 f. behandelt worden. 
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Zwei concent rische und iUinliche Flüclien zweiten 
(J rüdes können ais ein an der um hü II ende he trachtet 
werden, bei welcher die Berührungsebene ganz in 
unendlicher Entfernung ist. 

Jede Ebene schneidet die beiden Flächen 
S — 0, S — = 0 

nach Ciirven zweiten Grades, die eine doppelte Berührung bähen, 
und wenn der Schnitt der einen auf einen puiiktförnngcn, d. i. 
unendlich kleinen Kreis sich reduciert, so ist dieser Focalpunkt 
der Brennpunkt des Schnittes der andern. 

Wenn also eine Fläche zn eilen Grades eine andere 
Fläche dieser Art umhüllt, so schneidet die Taiigen- 
tenebene in einem kreispunkte der einen die andern 
in einem Kegelschnitte, für welchen dieser Kreispunkt 
ein Brennpunkt ist. Und wenn die eine dieser Flächen eine 
Kugel ist, als für welche jede Ebene eine Kreisschnittebenc und 
jeder Punkt ein Kreispunkt ist, so schneidet die Tangentenebene 
der Kugel die andere Fläche in einem Kegelscbiiitl, welcher ihren 
Berührungspunkt zuiii einen Brennpunkt hat.*) 

Wenn man den Anfangspunkt der Goordinaten in den be- 
trachteten Kreispunhl und die Ebene xy in die entsprechende 
Tangentenebene verlegt, so erhält man als den analytischen Ans- 
druck dieser Sätze das Ergehniss, dass für 

z = 0 

die Grösse (S — A*) sich auf 

X* -j- — /* = 0 

reduciert, so dass sie einen Kegelschnitt bezeichnet, welcher den 
.Vnfangspunkt zum Brenn|)unkt und die gerade Linie /, die Durch- 
schnittslinie der Schnittebene mit der Ebene der Berührungscurve, 
zur üirectrix hat.**) 


*) Uiess ist die allgemeinere Form, welche das Theorem von Dan- 
delin Uber die Schnitte des Umdrehuugskcgels annimmt, aus dem inan 
die Theorie der Kegelschnitte so leicht elementar entwickelt. 

**) Man kann nach den Goordinaten des andern Brennpunktes fra- 
gen und die AusfiUirung der bezügliclien Hcchnung mag hier heigefiigt 
sein. Ist für rectangulärc Achsen 

a:* y* -f- ** -)- 2 lg- -|- 2 tmx -f- 2rz = 0 
die Oleichung der ersten Flüche und 
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Zwei Flächen zweiten Grades, welche von dersel- 
hen drillen Fläche zweiten Grades umhüllt werden, 
schneiden einander in ebenen Curven. Denn ofTeiibar 
haken die Flächen 

S — = 0, s — = 0 

die Fbenen 

i — = 0. L + M — 0 

zu ihren Durchschniltsehenen. 

Beispiel. Wenn 

Z = 0 . i»/ = 0 , N=Q, P = Q 

tlie Ebenen der vier Winkel eines wimlscliiercn Vierecks (die Seilendachen 
eines Tetraeders) bezeichnen, während a, li, c, d, e, f Constanten sind, 
so ist 

(flZ + + ciV + dPf + eLN + fMP= o 


a,'* + y* -}- CI* 2 /yi 2m:.r 2 rz — (ax -|- ßi/ + y: + '0* — b 

die der andern sie berührenden, so ist für : =3 0 
j.t ^ -1- d)ä =3 0 

die Gleichung der Schnittcurve, welche oben durch x* -f- y* — /• = 0 
bezeichnet ist. Man kann dieselbe in diu Form 

(x — x')* + (y — !/')* — (ax -j- ^y + d')* = 0 


bringen und lindet 


d'= — d 
2 ad 


1 + «• + 

1 — o» — (1* ■ 

, 2ßS 


1 — o» — P*’ "“1— 0 » — P 
8i'lireibt man die Gleichung der zweiten Flüche in der Form 
{ar — X )* -J- (,y — y')* cz* -|- 2 /*y 2 2mzx + 2r'z 
— (ax + ßi/ + y- + = b. 


c' = c + /• — y’, tn =3 m -|- o (y’ — y), 
l' = I + ß (y — y), r' =1 r + (d" y' — dy) 

ist, so ist 


(x — x')* + (y — y’)’ -1- c':* 2fi/z 2m zx + 2r’z n= 0 
die Gleichung einer Fläche zweiten Grades, welche jene in der Ebene 
ax + ßy + y'z + d' = 0 

berührt und deren Kreispunkt (x', y') der Berührungspunkt der Schnitt- 
ebene xy und der zweite Brennpunkt der Schnittcurve ist. Da zwischen 
den fünf Grössen c, l\ m', r, y' nur vier Bcdingungsgleichuugen be- 
stehen, BO giebt cs unendlich viele Flächen zweiten Grades, welche 
ihnen genügen. 
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die allgemeine Gleichung der seine Seiten berührenden Fliehen zweiten 
Grades, weil für jede der Voraussetzungen 

Z = 0, ;if = 0; L — Q, /> = 0;etc. 

dieselbe sich auf ein vollständiges Quadrat reduciert ; z. B. für die erste 
auf 

(ciV + dPf = 0. 

Die vier Berülirungspunkte derselben Fliehe mit den Seiten liegen 
in der Ebene 

aL + bM + cN + dP—0. 

Das durch die Seiten des windschiefen Vierecks gehende Hyperboloid 
mit einer Nantelfliche 

eLN + fMP=0 

wird von der ersteren Fläche nach ihrer Durchschnittscurve mit der letz- 
teren Ebene umhüllt, wie die Form der Gleichungen zeigt. 

146. Die Gleichung 

-H feil/* + cN^ -1- dP^ — 0, 
in welcher Z, M, N, P lineare Polynome, also 
Z=0, M = 0. N = 0, P = 0 
Ebenen bezeichnen, ist die Gleichung einer Fläche 
zweiten Grades, für welche jede dieser vier Ebenen 
die Polare des Punktes ist, in welcher die drei andern 
sich schneiden. Denn 

«Z'^ -f b.W* -f = 0 
ist die Gleichung eines Kegels, der den Punkt 
Z = 0, M = 0, N = 0 

zum Scheitel hat und der Vergleich mit der Gleichung der Fläche 
zweiten Grades zeigt, dass derselbe die Letztere berührt und dass 

P = 0 

die licrührungsebene darstcllt. 

Solche vier Ebenen bilden ein in Bezug auf die 
Fläche sich selbst conjugiertes Tetraeder, analog den 
in der Tbeorie der Kegelschnille betrachteten sich selbst conju- 
gierten Dreiecken. (Vergl. „Analyt. Geom. der Kegelschnitte“ 
Artikel 304 f. , 369 f. , Zusatz VI, p. 602 f.) Die drei Paare 
seiner gegenüberliegenden Kanten sind Paare reci- 
proker Polaren in Bezug auf die Fläche. Aus einer von 
ihnen bestimmt sich die gegenüberliegende entweder als die Durch- 
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scliniltsliiiit* diT I’olaielienen zweier in ihr liegender I’nnkle oder 
als die Verliindungslinie der Pole zweier dtirrh sie gehender Khe- 
nen; speciell als die Dnrehsehnitlslinie der heidcn Tangenlenehe- 
nen der Fläche in den Pnnkleii, wo die gegchene Cierade sie 
schneidet, oder als die Verliindungslinie der Perührungsjninkte 
der Tangentenebenen der Fläche, welche durch sie hindurclt- 
gehen. 

Auf analoge Weise bestimmt sich, wenn eine Ecke des Te- 
traeders gegeben ist, die gegenüberliegende Seitenlläche desselben 
und umgekehrt. 

Ih-nken wir uns dann eine Seitenlläche willkürlich gewählt, 
so ist zur Hestiinrnung eines sich seihst conjiigierlen Tetraeders, 
dem sic aiigehiirt, in ihr eine gerade Linie als Kante und in die- 
ser ein Punkt als Ecke willkürlich festzusetzen und damit erst 
das Tetraeder bestimmt. Diess entspricht genau der Zahl von 
überzähligen Conslanten, welche die allgemeine rileichung 
uL^ -f bUn -f cN- + rfP* = 0 
enthält; denn diese Zahl ist sechs, und cs enLsprechen drei von 
ihnen der Wahl der Ehene, zw'ei der der geraden Linie in ihr, 
und eine, die Letzte, der Wahl des Eckpunktes in dieser. 

Man sieht leicht in den Sätzen, wonach je zwei Eckpunkte 
eines Tetraeders mit den Diirchschnitlspunkten der sie verbinden- 
den kante in der Fläche eine Heihe harmonischer Punkte, und 
zwei Seitenehenen eines solchen Tetraeders mit den heidcn durch 
ihre gemeinschaftliche Kante gehenden Tangentenebenen der Fläche 
ein harmonisches Itüschel bilden, fernere Constructionsniitlel für 
dieselbe Aufgabe. 

Wir bemerken noch, wie die Theorie der conjugierten 
Durchmesser und Diametralehenen, der Asymptoten- 
kegcl etc. mit specialisicrenden Bestimmungen dieser 
Theorie der sich selbst conjugierten Tetraeder Zu- 
sammenhängen. Wenn eine der vier Flächen des Tetraeders 
mit der unendlich entfernten Ehene zusammenfällt, so reducierl 
sich ihr analytisches Symbol auf eine ('onstanle und die allge- 
meine Gleichungsform der gegenwärtigen Betrachtung auf die einem 
System conjugierter Durchmesser und Diameti'alehenen eiits|)re- 
chenden Artikel 67, 77 f. Eine grosse Anzahl der an diese 
sich anschliessenden Sätze lassen sich hier als Specialfälle der 
allgemeinen Theorie erkennen. 

Salmoa, Anal. Geom. il. Itauinei». 14 
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Iiii Artikel 126 ist Itcwieseii wonleii, dass für zwei gegeliene 
Flächen zweiten (’iiades iiniuer vier Kheiieii existieren, welchen 
in Uezug auf beide die nämlichen l*ule enispreehen. Wenn man 
diese Kheiien durch 

1 = 0. M = 0, jV =0. P == 0 
bezeichnet, so werden die Gleichungen beider Flächen 
in die Form 

+ (//>- = 0, + b’AP + cN^ + d'P^ = 0 

transformiert. Die Möglichkeit <lieser Transforma- 
tion kann auch a priori aus der/ählung der Constan- 
ten erkannt werden, denn die l'olynome L, M, N, P enthal- 
ten imjilicite je drei Constanten und die gedachten Formen der 
allgemeinen Gleidumg enthalten ausserdem drei Constanten ex- 
plicile; das System derselben schliessl somit achtzehn Constanten 
ein und ist daher hinreichend allgemein, um die Gleichungen von 
irgend zwei Flächen zweiten Grades zu ersetzen. Dass sich diese 
Transformation auf alle Flächen eines einfachen Systems erstreckt, 
liegt in der .Natur der Sache. 

Wenn, der unendlich e n t f e r n t e n L a g e einer der vier 
Seitenflächen des gemeinschaftlichen sich seihst con- 
j n gierten Telraders zw eier Flüchen zw ei teiiGrad es ent- 
sprechend, die I i II k e S c i t e einer der vier Gleichungen 
Z = 0, M =0. A' = 0, P = ü 
sich auf eine Constante redu eiert, so ist der gegen- 
üherliegeiide Kckjinnkt desselben das gemeinschaft- 
liche Cent!' um beider Flächen; die in demselben zu- 
sammenstossenden kanten bilden ein System conju- 
gierter Durchmesser und die entsprechenden Seiten- 
flächen ein System conjugierter Diamelralebeiien, 
welches beiden Flächen gemeinschaftlich ist. Denken 
wir dann die eine der beiden Flüchen als Kugel, so 
wird, da alle Systeme conjugierter Durchmesser und Diämetral- 
cheneii einer solchen orthogonal sind, diess beiden Flächen 
gemeinschaftliche System zn dem System der Haupt- 
ebenen und der Achsen der betrachteten Fläche. Dar- 
aus entspringt eine allgemeinere Auffassung der Ileduction 
der allgemeinen Gleichung auf die Haupt ebenen; sie 
ist die Bestimmung der Ecken des sich selbst conjugierten Te- 
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traeders oder des Systems harinonisclier Pole, «velclies der ge* 
gebeilen Fläche mit einer coneenlrisdien Kugel gemeinsam ist. 
(Vergl. Artikel 78).*) 

Wir wissen nach Artikel 126, dass die Ecken des gemein- 
schalllichen sich seihst conjiigierten Tetraeders die Scheitel der 
vier Kegel zweiter Ordnung sind, welche sich durch die Diirch- 
dringiingscurve beider legen lassen. Sie sind durch die Gleich- 
ungen repräsentiert, welche aus 

aL* -H 6A/- + cN‘‘ + = 0. 

a'£* + b'AP -1- cN'- + d'f^ = 0 
durch Elimination von je einem der vier linearen homogenen Po- 
lynome L, M, N, P hervorgehen. 

- Nach dem Gesetz der Heciprocilät entspricht dem die andere 
Wahrheit, dass die zweien Flächen zweiten Grades gemeinschaft- 
lich umgeschriehene developpable Fläche mit den vier Seitenflächen 
des gemeinschariiichen sich selbst conjiigierten Tetraeders Ilurch- 
schnittscurven zweiten Grades bestimmt. So wie jene Kegel zu 
den Flächen des einfachen Systems mit derselben üurchsciinitts- 
ciirve als Grenzflächen gehören, so auch sind diese Kegel- 
schnitte als Grenzflächen des einfachen Systems anznseheii, 
welches der nämlichen developpabeln Fläche eingeschrieben ist. 
Zwei jener Kegelfläclu-n bestimmen die Durchdringungscurve und 
damit das erste einfache System, ebenso zwei jener Kegelschnitte 
die Umhüllungsfläche und das zweite einfache System. 

Wenn beide Flächen zweiten Grades concentrisch sind, .so 
liegt eine Seitenfläche und die drei ihr angehörenden Ecken des 
gemeinschaftlichen sich selbst conjugierten Tetraeders in unend- 
licher Entfernung. Die Durchdringungscurve wird daher in den 
Richtungen der drei gemeinschaftlichen conjugierten Durchmesser 
durch Cylinder zweiten Grades projiciert, etc. 

Die Betrachtung eines speciellen Systems solcher Art, wel- 
ches einer gemeinschaftlichen Ahwickelungsfläche eingeschrieben 
ist, wird der Gegenstand des nächsten Kapitels sein; die Flächen 
derselben sind nicht nur concentrisch, sondern auch coaxial, d. h. 
der unendlich entlernte imaginäre Kreis ist einer der ebenen 
Ouerscimitte der developpabeln Fläche. Man nennt die Flächen 


*) Vergl. O. Hesse „Vorlesungen über analjrtischo Qeonictrie des 
Raumes" Leipzig 18(53, p. l.'iO, 221, 251 f. 


14* 
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(lifses Sysleais coufocal. Ein Syslein von Fläclion zvvoilon firailos, 
welche die nämliche Diirclischniltscurvu besilzen und für wciclie 
der fil)er diesem nneiullirh enlfernlen imaginären Kreise stehende 
Kegel einer der durch sie gehenden vier Kegel zweiten Grades 
ist, lässt sich leicht cliaracterisicren. 

Endlich ist auch der im vorigen Artikel berührte Fall von 
zwei F'lächen zweiten Grades, welche von derselben dritten Fläche 
zweiten Grades gemeinschaftlich umhüllt werden, hiermit in Zu- 
sammeuhang. Wir wollen den Fall auch hier andeuten, in wel- 
chem diese Letztere ein Kegel ist*). Er eiitsiuicht der Voraus- 
setzung 



in den allgemeinen Gleichungen der auf das gemeiiisrhaftlii he sich 
selbst conjiigierte Tetraeder bezogenen Flächen. Von den vier 
durch ihre Schnittcurve gehenden Kegeln erscheinen zwei unter 
der (ileichungsfurm 

{hl — «') ^ 

d. h. die S»diiiittcurve zerfällt in zwei eheiie Gurven zweiten Gra- 
des und durch dieselhen gehen zwei Kegelllächeu zweiten Grades. 
Die Verbindungslinie ihrer Spitzen 

iV = 0 . /' = 0 
ist die Polarlinic der Geraden 

Z == 0, .V — 0, 

in welcher ihre Ehmieii sich schneiden. Zwei unter den vier 
Kegelschnitten der gemeinschalllich nmsrhriehenen developpabcln 
Fläche redneieren sich auf «las Paar jener Punkte, die wir oben 
als Spitzen der bezeichneten Kegelllächeu erkannt haben; die bei- 
den andern sind diejenigen, in wadchen sich diese beiden Kegel 
durchsebneiden. Die Linie 

N = Q, P = 0, 

ist die Schnittlinie ihrer Ebenen. (Vergl. Artikel 133 .) 

Man bezeichnet zw ei in solcher lleziehnng stehende Flächen als 
von r ol I i ne a r e r I.a ge. Wir fassen ihre Cliaractere zusammen; 


l>er Fall zweier Ebenen ist im Artikel 1.33 erörtert;- wir verwei 
Stil darauf zur Verglcieliim;?. 
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Sie schneiden sich in el)eiien Ciirven und sind zweien Kencllläclien 
gemeinsch<iniich eingeschriehen; duicli die lieiden eheneii Schnill- 
ciirven gellen zwei neue Kegelfläclien , die lieiden uingescliriehenen 
Kegel schneiden sich in zwei neuen Kegelsi hnilten. I»ie Ebenen 
der vier Schnittcurven schneiden sich in einer geraden Linie 
und die Scheitel der vier Kegelllnchen liegen in einer (Geraden B\ 
diese (leradeii sind Polarlinien in Bezug auf jede der beiden Klä- 
chen. Durch jene gehen auch die Ebenen der Berübrnngscurven 
der beiden Flächen mit den zwei iiingeschriebenen kegeln , und in 
dieser liegen auch die Scheitel der vier Kegel, die ihnen nach 
ihren Durchschnittscurven nmgeschrieben sind. 

Eoiifocale Rutatioiisnäclien sind in collinearer Lage; der ge- 
nicinschahliche Focaljiunkt ist das Cenlruni. 

Jede zwei Flächen zweiten Grades können in collineare Lage 
gebracht werden, indem man zwei identische Kegelschnitte auf 
ihnen zur Deckung bringt. Aebnliclie Flächen iu äbniieher Lage 
sind zugleich in collinearer Lage; die Ebene ihrer einen Diireh- 
dringungscurve ist unendlich entfernt. 

■\iif der Natur der collinearen Lage beruht die Darstellung räum- 
licher nach der fiblirben Bezeichnung relief-iiers|)ectivischer 
Systeme, analog den coUinear-verwandlen der Genlral|irojection. 

Die Rückkehr zu einer uml derselben umgesrhricbenen Fläche 
zweiten Grades von dem speciellen Falle der Kegellläche ist überall 
gestattet. 

Beispiel. Für zwei Eilipsoide A und B soll man den Ort der lliirch- 
selinittspunktc derjenigen Tiingenleuebeiien de.s einen linden, welrbe je 
dreien uunjugierlcn Dianietralcbcncn des andern parallel sind. 

Man denkt beide Ellip.soidc conccnlriscli und liczielit sie auf das 
ihnen genieinscbaftliclic Sy.stem conjugicrler nnreliine.sser. 

Man findet ein mit B conccnlri.scbcs, .ähnliches und rihniieh gelege- 
nes Ellipsuid. 

147. Man soll die Bedingung ansdrücken, unter 
welcher eine Fläche zweiten Grades durch tlie Eck- 
punkte eines Tetraeders bindnrehgehl, welches in 
Bezug auf eine gegebene Fläche zweiten Grades sieb 
seihst conjugiert ist. 

Bezeichnen wir durch 

a; = 0, y = 0, z = 0, ir = 0 

die Flächen eines solchen Tetraeders, so ist die Gleichung der 
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fiincn Häclie zw nilon Grades in Fiiiution derselben von der Form 
ax‘ + + cs* + rfw* = 0, {ü ~ 0), 

während in der Gleichung der andern 

F = 0 

die Coefficienten der Glieder a:*, y*, s*, ic* verschwinden. Bilden 
wir nun die Discriniinanle von 

U + kV, 

für wrelche wir schreiheii wollen 


z/ + + k*J^ = 0. 

so erhalten wir für 6 den Werlli 

abcJ + b'cila + edab (t abc , 

welcher für 

a == b' = n’ = tt = 0 

% 

identisch verschwindet. Da aber die CoefTlcientcn /I, 0, etc. der 
Discriminante Invarianten sind, so ist für jede Lagh der Co- 
ordinatenebenen 

0 ~ 0 , 


wenn die Fläche zweiten Grades V durch die Eck- 
punkte eines in Bezug auf die Fläche zweiten Grades 
f/ sich seihst conjugierlen Tetraeders hindurchgellt. 
Wenn die Form ü auf die einfachere 

-|- C2* -f rf«>* 

redneiert ist, so hat, wie wir wissen, der Coefficient 0, den Werlh 


da 




+ d 


dj^ 

IS ' 


nun ist aber 


dJ^ 

da' 


= 0 


die Bedingung, unter welcher die Ebene 

,r == 0 

die Fläche V berührt, und es ist daher die Relation 

0 , = 0 

die Bedingung, unter welcher die Seitenflächen eines 
in Bezug auf die Fläche U sich seihst conjugierten 
Tetraeders die Fläche F h e r fl h r c n , sowie sie a ii c h d i e 
Bedingung ist, unter welcher die Eckpunkte eines in 
Bezug auf die Fläche F sich selbst conjugierten Te- 
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Iraetlers auf der Fläche V gelegen sind. Wir schliis.sen 
daraus, dass wenn die eine dieser beiden üez iciiiingen 
stattriiidet, die andere cbenralls statlfiiiden muss. 

Endlich findcl man unter Hinblick auf Artikel 70. dass die 
Relation 

<P ü 

dann erfnllt ist, wenn die Kanten eines in Bezug auf 
die eine Fläche sich selbst co njiigierten Telracders 
die andere Fläche sä mint lieb berühren. 

Beispiel I . Wenn einem i n it e z ii g auf e i n e F I ü c h c zwei- 
ten (Irades sich selbst cunjiigicrlcn Tetraeder eine Kugel 
umgesciiricbcn ist, so ist die Länge der vom Zentrum der 
Fläche an sic zu ziehenden Tangente cunstant. 



als die Gleichung einer Kugel vuui Centrum (n, ß, y) und vom llallimes- 
scr r und 


f -2 
6^ ' c* 


* V* 


erhalten wir 


S 


+ r — .+ + r*)} , 


». = — + — frZ— 




^ ^ + y' - '•') + cv - ’■') 


+ 

hie Relation 


;A. ^ - -’l - G 


+ + 

J ^ 6* ^ c 


0- 


® = 0 

enthält das ausges|irochciic Theureni, weil sie die Identität 


bedingt. 

Beispiel 'i. 


ß‘ + y* + "F 

Wenn für ein Hyperboloid die Relation 






0 


besteht, so liegt das Cent rum der einem inlteziig auf das- 
selbe sich selbst conjii gierten Tetraeder eingeschriebenen 
Kugel in der Fläche. 
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Hi'isjiicl Iter Orl ilcs ('tMilruiiis der iimgc.<iciiricb(;iicn 
Kugel eines Tclraeders, welches in Bezug auf ein Parabo- 
luid sich seihst conjii giert ist, ist eine feste Ebene. Für 
<1 a s li y p e r 1) 0 1 i s c li c li ni d r e li u ii g s p a r a 1» o 1 o i d liegt der Mittel- 
punkt dereingesclirielicncn Kugel in der Fläche selbst. 

Die Voraussetzung 

a = b — c = R 

macht 

«* + |3- + — R‘‘ 

~ 

d. h. für die eingeschriebene Kugel des Tetraeders 
«* + — 3r« = 

Ihn Uiiikchning des Zeichens von und ilic Relation 
-}- b* = c* 

giebt 

— ■«’ b^ c‘ 

nach welchen die uingeschriebenc Kugel des Tetraeders durch den Mittel- 
punkt der FIriche geht*). 

148- Für Sätze über conjugierte Tclraeder mag 
eilte andere mehr an die Elemente anknnpfende Ite- 
liandlnngsw eise angegeben w erden, welche die vorige 
ergänzt. Wenn wir die Eckpunkte eines in Bezug auf die Fläche 



sich selbst cotijngierlen Tetraeders durch /*, , P^, P^, P^ und ihre 
lioordinalen durch .z-, , y, , z, ; etc., a-,, tj^, z, bezeichnen,, so ist 
einerseits die durch die drei letzten utiler ihnen gehetide Ehctie 
dttreh 


X, .Tj. .r,, a-, I 

y. '/s- yt 

I ^ > *2 > *3 ■ ‘I 

I I, 1 . 1 , 1 


= 0 , 


anderseils als Polarehenc des ersten jener Punkte ditrcli 


Ir 


+ 


= 1 


dargestellt; man gelangt dadiirch zu Belalioiien, welche die Cha- 
racteristik eines sich seihst conjugierten Tertraeders ausinachen 


*) Vergl. „Zeitschrift für M.itli. u. riiisik", ltd. VI, p. 1 10. 
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und seine Eigeiischaflen entlialtcn, in folgender Bezeichnung. Wir 
bezeichnen die Detcrininanlc 


^ I .r, , x^, x^, x^ I 

! Vi > > j/s > y-i j 

! *1 > *2 » *3 * ^4 I 

, CI3 , rt| 

die das sechsfaclie Volumen V des Tetraeders P^ P.^ P, aus- 
drückt, durch D und setzen 

Pi = ^ (»• = 1. 2, 3, 4). 

aai 


die Volumina der V^, Fj, V^, Tetraeder C P^ P., P^, C P^ P^ P^, 
C P^ P-i P\, C P| Pj P, respective; die characterisierenden Be- 
lationen sind dann 


Di Xi — 

Di Zi = 


dXi' 


Di !/i = — 


— 

il!/i’ 


Itfl 

dzi 


(i = 1, 2. 3. 4). 


Die Hntuirkelungsgesetze der Determinanten gehen die Bela- 
tionen 

P = P, + Pj + P 3 + P^: 

P,x,* + P,x,/ + D^x.,'^ + P,x,2 + a^P = 0. 

+ ^2^2* + ••• +i=P = 0. 

P, 2 , 2 -f Pjtj* -1- ... -t-c*P = 0; 

Dt^i’/i + D^x^i/^ + D^x^'j^ -f D^x^y^ =0, 

D^x^^^ + ... = 0, 

D\y \ *1 + ••• . =0; 



S^XJ 




Wenn wir 

r.5 = X,* + y,» -1-2,* (i = 1, 2, 3. 4) 
setzen, so giebt die Addition der Gleichungen der zweiten Gruppe 
2?P,r,* -f. p(„J -f. 6^ c*) = 0; 

d. h. 

K(a*-|-6*-|-c*)= F, + Fj . ^ -f F, . CP^ + F^ . CP^\ 
Wenn man die Determinante P in den Formen 
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.r, 


^1 ^ ^ fj 

a 

> 

a 

a 

a 


a ' a ' a ' a 

yi 

*J 2 

!h 

V\ 


y\ 

l ’ 

b ’ 

b ’ 

b 

= — a b c 

b 

2l 

^2 

23 

*4 


2| 

t 


, 



• • . 

c 

c 

c 

c 


c 

1 . 

1 , 

1 

1 


1 


D = a h c 


schreibt, so liefert ilire Miilli|ili<'alioii inillelsl der beiden lelzleti 
Relationen der vorigen Ciruiipe die Gleichung 

D* 


— D* n* 6* e* 


oder 


D^ 

“ \ () / ■ 


Wenn man ferner die Cleirhuiig der dem Tetraeder iimge- 
schriebenen Kugel in der Form 

+ 1/* + 2* + 2px + 2 qy + 2rs + d = 0 
voraussetzt, so giebt die Substitution der Coordinaten seiner vier 
Kcken vier Gleichungen, und die Elimination von p,q,r, d zwi- 
schen denselben die Gleichung der Kugel in der Form’*) 

|^* + y’+ 2*. 2ar , 2j/ , 2i , 1 I 
r,* , 2a-, , 2y,. 2r,, 1 

,2 a*2 , 2^2* 2^2» 1 I — * 0 i 

j 2X3, 2 1/3* 2*2» 1 
I r,* , 2.^4, 2yi, 2 z 4 . 1 

sind dann t/, i die Coordinaten ihres Cenlrums und ist t die 
Länge der vom Cenlrum des Eliipsoids an sie gezogenen Tangente, 
so gellen die vier Gleichungen 

dx, + dX2 ^ dx, + dx,’ 


+ - 


2Z)? ^ ,, 

— Dt'^ = Tj* D^ + T2* />2 + Tj’ 7)3 -f r^^‘ D^ = Z Dir?, 


*) Müll kann natiirlicli die Gloicliiiiif; einer durch neun Punkte gehen- 
den Flüche zweiten Grades in analoger WeUc ausdrUcken. 
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also nach dem Vorigen 

= _ i) („i + 6? + c*) 

oder 

/* = a* -|- 6* + c*, 

der oben bewiesene Salz über die Länge der vom Cenlrum an die 
umgescbricbcne Kugel gebenden Tangente. 

Ebenso geben die drei erslen dieser Relalionen mita;,, y, , 
respective mulliplicierl und zur vierten addiert die folgende 

2 (Sa:, + riyi + f 2,) = (i = 1, 2. 3, 4) : 

d. h. für alle die einen festen Punkt P, als Ecke enthaltenden, in 
Bezug auf eine Fläche zweiten Grades sich selbst conjugierten 
Tetraeder liegen die Centra der umgcschrlebenen Kugeln in einer 
Ebene, welche zu dem Radius vector derselben normal und vom 
Centrum der Fläche um 

CP^ ^ 

~2 CP^ 

entfernt ist. 

Analoge Sätze gelten auch für die Flächen ohne endliche 
Centra*). 

Beispiel. Wenn V das Volumen eines beliebigen Tetraeders und V' 
das Volumen desjenigen Tetraeders ist, welclies von den Polarebencii 
seiner Ecken in Bezug auf eine Fläche zweiten Grades vom Centrum C 
gebildet wird, wälirend Fj, Fj, F, wie vorlier die Volumina der 
Tetraeder bezeichnen , welche vom Centrum C mit den Ecken des Tetrae- 
ders F bestimmt werden, so gilt die Relation 



149. Die Ecken zweier in Bezug auf eine Fläche 
zweiten Grades sich seihst conjugierler Tetraeder 
bilden ein System von acht Punkten, welches die 
Eigenschaft hat, dass eine durch sieben von ihnen 
gehende Fläche zweiten Grades auch den achten stets 
enthält***). 


*) Vgl. Painvin „Nonvollos Annalcs de Mathematiqnes“ t. XIX, 
p. 290 f. 

•*) Vgl. Lnchterhandt, „Archiv der Mathem. u. Physik“ Bd. X, 
p. 108; wo noch eine Reihe analoger Relationen gegeben sind. 

***) Hesse, „Crelle's Journal“ Bd. XX, p. 297. 
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Kenn wenn 

a; = 0, y — 0. * = 0. io = 0; X—{), F=ü, Z=«, ir=0 
die Flächen der beiden Tetraeder ber.eiclinen , so kann die Fläclie 
zweiten Grades in jeder der beiden Formen dargestellt werden, 
** 4 - y» + I* -f = 0 = + W^, 

in welchen x, y, etc., als constante Multiplicaloren iiuplicile eut- 
hallend gelten. 

Wenn alsdann eine durch die allgemeine Gleicbnng in x,y,z, w 
gegebene Fläche zweiten Grades so transformiert wird, dass ihre 
Gleichung in eine Function von .1', Y, Z, W, iibergebt, so folgt 
aus dem Invarianten-Gliaractcr der Function & die Relation 

(I 4” ^ “1“ c 4" ”1" ^ ^ "1" ^ 

d. h. wenn sieben von diesen Grössen verschwinden, .so muss auch 
die achte von ihnen verschwinden. (Vergl. ,,Analyt. Gcoin. d. Ke- 
gel.schnitte" Art. 372.) 

In derselben Art berfdirt jede Fläche zweiten Grades die achte 
der Flächen zweier sich selbst coiijugierter Tetraeder, wenn sie 
die .sieben ersten von ihnen berührt. 

Irgend zwei Systeme der Ecken von Tetraedern, die in Be- 
zug auf eine Fläche zweiten Grades sich selbst conjngiert sind, 
bilden eine Gruppe von acht l’unkten , in denen sich drei Flächen 
zweiten Grades schneiden, die nicht dieselbe Sebnittenrve enthal- 
ten und umgekehrt die acht Schnittpunkte zwider solcher Flächen 
geben, in zwei gleiche Gruppen verlheilt, die Ecken zweier Te- 
traeder, die in Bezug auf eine bestimmte Fläche zweiten Grades 
sich selbst conjugierl sind. 

Geht eine Fläche zweiten Grades durch die Ecken eines Te- 
traeders, was in Bezug auf eine andere Fläche dieser Art sich 
selbst conjugiert ist, so enthält sie die Ecken von unendlich 
vielen Tetraedern derselben Art. 

Durch die Spitzen der zwölf Kegel zweiten (’irades, welche 
sich durch die .Schnitlciirven von drei Flächen zweiten (irades 
legen lassen, geht eine unzweideutig bestimmte Fläche zweiti-n 
Grades*). Die nach dem Gesetze der Beciprocitäl entsprechenden 
Sätze sind natürlich ebenso wahr. 

•) Vgl. Hesse „Vorlcsniigen“ p. UiOf. wo diese Theorie, die Theorie 
der hnrmoiii.schcn Pole nach der Beücichniiiip; dieses .\ntors, mit lioson- 
derer Liebe behandelt ist. 
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Kill specicller Fall neben diesen versebiedenen Seilen des all- 
geiiieiiieii Falles nia^' bervorgehoben werden. Sind 

Ä = 0, // = ü: .V=0, V' = ü; .V=(). N' = 0 
die Gleichungen der Gcgennäehen eines Hexaeders mit vierseiligen 
Flächen (Vergl. Artikel 117, Ileispiel 10), und l, in, n drei C.oii- 
stanten. so ist tlie allgemeine Gleichung der dniTh seine Kckcn 
gebenden Flächen zweiten (irades 

mnLL' + nlMM’ + /mA'iV' = 0, 
an welcher trotz der Bestimmtheit von acht l'nnklen das Vorhan- 
densein von drei unbestimmten (ionstanlen aiiffällt; es erklärt sich 
geometrisch sowohl als analytisch so, da.ss man einen speciellen 
Fall des Vorigen darin erkennt. Einen analogen Fall hinsichtlich 
der Bestimmung durch Tangeiileiiebencn bietet das üctaeder mit 
sechs Ecken dar. Wir erwähni'ii sie, weil die .Analogie mit den 
kegelschnitleii nahe liegt, welche demselben Viereck eingeschrie- 
ben oder nmgesebrieben sind. (Vergl. „Analyt. Geom. d. Ki^'elscbn." 
Artikel 276. 28,'J, 201 etc.. ,311.) Die einem solchen Octaeder 
eingeschriebeiien Flächen zweiten Grades z. B. haben ihre Centra 
in der Ebene, welche durch die .Millel|)imkte der seine Gegeii- 
eckeii verbindendi'ii Geraden besimmt ist. (Vgl. Artikel 11 2-) 

Hie geraden Verbindungslinien der Ecken eines 
Tetraeders mit den entsprechenden Ecken des ihm in 
Bezug auf eine Fläche zw eiten Grades polaren Tetrae- 
ders gehören zu dem nämlichen System der Erzeugen- 
den eines Hyperboloids mit einer .Alanleiriäche. Hie 
Hurchschnillslinicii der entsprechenden Flächen bei- 
der Tetraeder besitzen die nämliche Eigenschaft. 

Has Resultat der Substitution der Coordinalen irgend eines 
Hmikles 1 in die Gleichung der l'olarc eines andern Punktes 2 
ist identisch mit dem Resultat der Suhstitiilion der Coordinalen 
von 2 in die Gleichung der Polare von 1; sei dasselbe durch [1,2| 
hezcichnel, während die l'olarc von 1 durch 

i>, == 0 

dargcstelll wird. Hann ist die gerade Linie, welche den Punkt 1 
mit dem Hurchschnitlspunkl der Polaren P.^, /'^ verbindet, durch 

A _ -P« 

ll,2| |I,3J [1,4] 

ausgedrückt, denn diese Gleichungen bezeichnen eine gerade Linie, 
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welche durch den SchniUpunkl von P^, P^, P^ hindurcligeht und 
sie werden durch die Coordinalen von 1 befriedigt. Wir machen 
diu Uezeiclinung nocit gescidussencr , wenn wir die vier Foiarehe- 
nen durch x.y.z, w und die Grössen [1,2], [1.3], [1,4] durch 
n, m, p, d. h. durch dieselben Fuchslaben bezeichnen, durch 
welche wir die Coeßicienten von .ry, xz, xw in der allgemeinen 
Gleichung der Flächen zweiten Grades ausgedrückt haben. Wenn 
wir diese Grundlagen der Bezeichnung auf die übrigen geraden 
Linien ausdehnen, so sind die (ileicbungeii der vier von dem Satze 
bezeichneten Geraden 

« m p' 

z w X 

l q n ’ 

w X y 

r m l ' 

p q r' 

Die Bedingung nun, unter welcher eine beliebige Gerade 
ox -j- + cz + dw = 0 , ax + b'y + r'z -|- d' w = 0 

die erste dieser Linien schneidet, wird erhalten, indem man x 
/wischen den letzten beiden Gieichiingen eliminiert und für i/ : z : w 
die proportionalen Werthe n : m :p einführl , und ist 

n {ab' — a'b) + m {ac — a'c] + p {u(f — a'd) = 0. 

In derselben Art findet man die Bedingungen für das Durch- 
schneiden dieser Geraden mit den drei andern geraden Linien, 
wie folgt 

« {ba’ — b'a) l (bc — b'c) -f- q [bJ — b'd) = 0 , 

m [ca' — ca) -f- l {cb’ — c'b) -f- r {cä — cd) = 0 , 

p {da' — d'a) -j- g {db' — d^b) r {de — (fc) = 

da die Summe dieser vier Bedingungsgleichungen identisch ver- 

schwindet, so ist jede derselben eine Folge der drei andern, d. h. 
jede gerade Linie, welche drei der betrachteten Geraden schnei- 
det, begegnet auch der vierten unter ihnen, welches die Behaup- 
tung enthält*). 

•) Das Theorem rührt vunChasIcs, der hier gegebene Beweis von 
Ferrers her („Quarterly Journal" Vol. I, p. 241). Man vergleiche „Ana- 
lyt. Qeometric der Kegelschnitte“ Artikel 331 , Aufg. 2, 3. 
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Die Gleichung dt« Hyperboloids selbst wird nach den Metho- 
den des Artikel 110 in der Korin 
[Iw — qz) [mw — rx) (rtw — pq) r= [Iw — ry) [miv — pz) (nw — qx) 
oder in der andern 

(nr — mq) (Iwx -f- pyz] (mq — pf) (nwz + rxy) 

-I- [pl — nr) (mwy -f- qzx) = 0 
erhalten. 

150. Der zweite Theil des Satzes entspricht dem ersten nach 
dem Gesetze der Heciprocität; N>ir geben aber als eine Uebung 
einen besondern Beweis desselben. Die Symbole [l.l], 1,2], etc. 
haben dieselbe Bedeutung wie vorher, nämlich als Ausdrücke der 
Substituliunsresultate der Coordinaten von 1 in die Gleichungen 
der Folarell von 1,2, etc. Bilden wir dann die Determinante 

[1.1] , [1,2], [1,3], [1,4] 

[2.1] , [2,2], [2,3], [2.4] 

[3.1] , [3,2], [3,3], [3,4] 

‘ [4,1], [4,2], [4,3], [4,4] 

und bezeichnen irgend eine Minordelerminante derselben, z. B. 
die durch Unterdrückung ihrer zweiten Horizontal- und dritten 
Verticalreilie zu bildende, durch (2,3), so ist die Gleichung der 
die drei Punkte 1,2,3 enthaltenden Ebene 

X (1,4) -f y (2,4) -h z (3,4) + w (4,4) = 0; 

und wenn wir zur V'erkürzung für (1,4), etc. wie vorher wieder 
P. etc. einführen, so sind die Gleichungen der vier geraden Li- 
nien des Satzes 

X = ,0, iVy -|- Mz -f- Pw = 0: 

y = 0, -[- iz -h Qn> = 0; 

z = 0, iVx -|- Ly -|- Rw z= Q\ 

tv = Q, /*x + Oy + Äz = 0. 

Eine beliebige gerade Linie 

ax by cz dw — 0, a'x -|- b'y -f- c z -f- if w = 0 
schneidet jede derselben, wenn die vier Bedingungen 

N (cd' — cd] -h M [db' ~^b)+ P [bc — b'c) = 0, 

N [de ~ lic) + Q [ca — ca) -J- L [ad’ — a'd) = 0 , 

Af [bd' — b'd) -H L [da —d'a) + R [ab' — ab) = 0, 

P [b'c — bc) Q [ac — a'c) -|- R [ba' — b'a) = 0 
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erfüllt. Das Theorem ist wie vorher durch das Fartiim hcwiesen, 
dass die Siininie dieser vier Bediiigungsgleichungen identisch ver- 
schwindet. Die Gleichung des Hyperboloids ist in diesem Falle 

x^MNP + y'^LNQ -f- z^LMR -|- w^PQR -f- xtjN [PL + QM) 
+ yzL (QM ■+■ RN) + zxM [RN + PL) -J- xwP [MQ H- RN) 
+ ywQ [LP + NR) -j- zmR [QM -f- ZP) = ü. 

Es ist ein specieller Fall dieser Theoreme, dass die gera- 
den Linien, welche die Ecken eines einer Fläche zwei- 
ten Grades iimgeschriebeiicn Tetraeders mit den Be- 
rührungspunkten der Gegenflächen desselben verbin- 
den, Erzeugende des nämlichen Hyperboloids sind. 

■' 151. Man kann Pascal ’s Theorem für Kegelschnitte in dieser 

Form anssprechen: Die Seiten eines Dreiecks durchschneiden einen 
Kegelschnitt in sechs Punkten, welche paarweis in drei geraden 
Linien liegen, die mit den Gegenseiten des Dreiecks ilrei in ge- 
rader Linie liegende Punkte bestimmen. Der analoge Ausdruck 
des Theorems von Brianchon ist leicht zu linden. Auf Grund 
dieses Ausdrucks hat Chasles das folgende als das dem Pascal- 
schen analoge Theorem in der Geometrie des Baumes ausgespro- 
chen: Die Kanten eines 'l'etraedec's durchschneiden 

eine Fläche zweiten Grades in zwölf Punkten, durch 
welche, durch je drei in von derselben Ecke des Te- 
traeders ausgehenden Kanten eine, vier Ebenen be- 
st iin in t si nd, deren Durchschnittslinien mit der jedes- 
maligen Gegen fläche des Tetraeders Erzeugende des 
iiäinlichen Systems eines gewissen Hyperboloids sind. 
Mau bildet leicht das reciproke Theorem, welches keines beson- 
deru Beweises bedarf, wenn das eben Ausgesprochene bewiesen ist. 

Sind djizu 

a; = 0, y = 0, : = 0, w = 0 

die Flächen des Tetraeders, und ist 

+ 1/^ + — (/ + y) ~ 

— (^P + ('■ + 7) ~ ^ 

die Gleichung der Fläche zweiten Grades, so können die vier 
Ebenen in der Form 
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a; = ny -}- mz + prv, 
y = na; + Z; + y«', 
z =; qx + ly + rw, 
w = px + qy rz 

dargeslellt werden, und ihre Durdisdinittslinien iiiil den vier 
Ebenen 

X = 0, y — 0, 2 = 0, w = 0 

sind ein System von geraden Linien, von denen ganz wie ini 
letzten Artikel bewiesen wird, dass sic Erzeugende des näinlidien 
Systems eines Hyperboloids mit einer ManteUIädie sind. 

152. 'Vir untersueben als ein ferneres Beispiel von der An- 
wendung der Invarianten zur Entwickelung der Bedingungen, wel- 
che die permanenten Beziehungen zweier Flächen zweiten Grades 
zu einander ausdrücken, die Bedingung, unter welcher 
von zwei Flächen zweiten Grades die eine zwei Paare 
von Gegenkanten eines Tetraeders enthält, während 
die andere von den vier Seitenflächen desselben be- 
rührt wird*). 

Man kann unter den Voraussetzungen der Aufgabe die Gleich- 
ung der einen Fläche zweiten Grades in der Form 
Pxw -f- Lyz = 0 
bringen, und wenn die Ebenen 

a; = 0, y = ü, 2 = 0, ie=0 

eine Fläche zweiten Grades berühren, so ist ihre Gleichung von 
der Form 

x"^ + >/ + + 2Z (aw -f yz) + 2m (yw -f xz] 

-J- 2n {zw -f- xy) = 0 
für 

1 -p 2lm — P -F m- + n*; 

diese Bedingung zeigt aber , dass man für /, m , n , als deren jedes 
kleiner als die Einheit ist. — cos A, — cos B, — cos C setzen 
darf, wo A, B, C die Winkel eines ebenen Dreiecks sind. Man 
findet dann 


♦) Es ist die analoge Aufgabe der rüumUclicn Geometrie zur He- 
stimmnng des einem Kegelschnitt eingcscliriebencn und zugleich einem 
andern Kegelschnitt umgeschriehenen IJreiecks in der Ebene. Vcrgl. 
„Analyt. Oeom. d. Kegelschnitte“ Artikel 363. 

Salroon, Anal. Geom. d. lUiuues. 15 
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A — l?P^, = — 4 sin ’ A siti ^ li sin * C, 

0 — — 2ZP (i + ^ cos A, 

0, = 4 (Z + P) sin sin B sin C, 

<I> =r= — (^ + s*'* ^-4 \ LP sin B sin C cos A, 

erliält aber durcli Eliniination zwisdicn denselben die fragliche Be- 
dingung in der Form 

A<PA^S^ = 0 ,^ + SA^^e. 


Wenn die üiscriminante von 

U + A F = 0 


in der Form 


A -f- AXB + Gl^C -1- AX^D + X*F 
geschrieben wird, so ist die erhaltene Relation durch 
3CBE = 2/>* + BE"^ 

ausgedrückt. 

153. Man soll die (llcichung der einem Tetraeder 
umgeschriebenen Kugel finden. Seien die vier Flächen des 
1'etraeders durch 


a = 0, ß = 0, y = 0, d = 0. 


dargestellt und die vier Normalen von den respective gegenüber- 
liegenden Ecken auf dieselben 

• f0 0*0 

= P. P , P , P ■ 

Die Gleichung des einem Dreieck abc umgcschriehencn Kreises 
kann in der Form 

^ (c“)* 7« [nb? aß ^ ^ 
pp" P'P PP 


dargestelU werden, wo a, p, etc. Normalen auf die Seiten des 
Dreiecks [ab), etc. bezeichnen. (Vergl. „Analyt. Geom. d. Kegel- 
schnitte“ Artikel 134.) Es ist aber evident, dass für irgend einen 
Punkt der Fläche S das Verhältniss a-.p das nämliche ist, oh a 
lind p Normalen zur Ebene a oder Normalen zur Linie ad be- 
zeichnen. Diess führt zur Gleichung der fraglichen Kugel in der 
Form 


(bc)^ ßy (ca)^ ya («i)* aß 

7-;;— -F - -F ; - 

PP PP PP 

(ad)^ aä ^ (bd)^ ßd ^ [bd]'^ yö 

TT' *^f*0~ “r *f ff* 


denn diese Gleichung repräsentiert eine Fläche zweiten Grades, 
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deren DurdigdiiiiU niil jeder der vier Flädien des Tetraeders der 
umgesdiriebene Kreis des in dieser Flfulie liegenden Dreieeks ist. 

Wenn man die r.leidiimg der Kugel in der obigen Form 
sebreibt, so ist der genieinsdiaflliebe Coeflicient von x'^, y-, z* 
gleieh — 1. Man seldiesst daraus, dass die Kntfernnng zwischen 
den Miltdjninkten der eingesdiriel>eiien und der ningesdiriel)eii(!n 
Kugel eines Tetraeders durch 



pp" p'p's 

dargestclit wird. 

Wir fügen liinzn, dass diese Gleichung der nnigesebriebenen 
Kugel auch in der Form 

sin lis.'yj 

+ y« sin (3y,ßa) sin (dy, d«) 

sin(y,a) r / < f t 

+ etc. = 0 

oder 

£ aß sin {ya,yß) sin (da.d/Ji — 0 

sin(o,p) 

gegeben werden kann, entsprechend einer analogen Form der Gleieli- 
ung des einem Dreieck umgesebriebenen Kreises. 

154. Ans der vorigen Gleichung können ohne ScbwiiM'igkeil 
die Bedingungen abgeleitet werden, unter welchen die 
allgemeine Gleichung eine Kugel darstellt. 

Denn die Gleichung irgend einer andern Kugel kann nur 
durch Glieder vom ersten Grade von der vorhergefundenen ab- 
weichen und diese sind von der Form 

{Ea + Fß+ Gy + US) + 4). 

■ \P P P P f 

worin der zweite F'aetor die unendlich entfernte F-bcne rejiräsen- 
tiert. Wenn wir aber das Product dieser zwei Factoreu zur 
Gleichung des letzten Artikel addieren und das Resultat mit der 
allgemeinen Gleichung zweiten Grades vergleichen, so liefert ilie 

15* 
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Cliiiiiii^tion der uiibestimnilcn ('.onslanteii die gesuchlen Bedingun- 
gen in folgender Form 

Ap'^ Bp'‘ — 2IVpp' Bp'^ + Cp"^ — 2Lpp" 

(a6)» ■“ (tep 

_ Cp"^ + Ap^ — 2 Mp"p _ V_+ 

(c«)* (od)* 

/?;/* + Dp"''^ — 2 Qp'p”' + Bp""^ — 2 Bp p” 

(bd)^ (cdi^ 

155. Zu zwei gegebenen Fläclien zweiten Grades 
U = 0. V = 0 

existieren zwei vor Allen wiclitigc covarianle Fläclien 
zweiten Grades, durch welche iin Verein mit den In- 
var i a n t e n u n d de n 0 r i g i n a I f o r in e n alle andern C o v a • 
i'ianteii ans ged rückt werden können. 

Wir wählen als solche die Fläche 
S = 0. 

welche der Ort der Pole der Tangentenehencn von V in Bezug 
auf U, und die Fläche 

S, = 0, 

welche der Ort der Pole der Tangentenehenen von U in Bezug 
auf V ist. (Vergl. Beispiel 17, Artikel 117.) 

Für die Formen der Gleichungen 
ü = nx* -j- C 2 * dw^, V = f/x* -f- -J- c -p d ” nP 

findet man leicht 

S = bcdiix^ -F cdab’y’ -f- dabc'z^ -f- abcd'u/', 

•S, = b’ctfax^ -|- ctfnby^ -f- tfab’cz^ -f- ab'cfdtv^. 

Wir bemerken, dass sie mit den Flächen U und V die vier 
Fundamentalebenen 

x = 0, y = 0, 2 = 0, w = 0 

zu den Flächen eines gemeinschaftlichen sich selbst conjiigierten 
Tetraeders haben. 

Bie.se Bemerkung gieht Anlass und Gelegenheit zur Lösung 
des Problems, für zwei — durch Gleichungen in all- 
gemeiner Form — gegebene Flächen zweiten Grades 
U und V die Gleichung der vier Ebenen 

a; = 0, y = ü, 2 = 0, «' = 0 

zu bestimmen, welche in Bezug auf beide dieselben 
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Polt! Ii;il)cn. Wir bilden die Covarianleii Sund S^ beider qua- 
dratischer Formen und setzen die Jarobi’scbe Determinante der 
vier Formen 

0. F. S, S, 

mit iNnll gleich; diess d. b. die ('■leicliung 


dü 

dU 

dU 

dU 

dx ’ 

tiy ’ 

Tz' 

du) 

dV 

dV 

dV 

dV 

dx ’ 


dz 

dm 

dS 

dS 

dS 

dS 

d.c ’ 

<iy ' 

dz ’ 

dw 

d^^ 

rfS, 

rfS, 

dS^ 

dx ’ 


Hz' 

dw 



stellt die vier fraglichen Ebenen dar. Die ßcstiinniung der 
llaupteheiien einer Fläche ist nach Artikel 146 ein 
sftecieller Fall hiervon.*) 

156- Die Bedingung, unter welcher die Ebene 
ax + ßy + yz + 6w = 0 
die Fläche zweiten Grades 

{/ = 0 

berührt (Artikel 75), ist eine Go utra Variante dieser Form 
vom dritten Grade in tien Coe fficien l en. 

Wir erhallen die Bedingung, nnter welcher dieselbe Ebene 
die Fläche 

U + IV = ü, 

il. i. eine Fläche eines einlächeii Systems, berührt, durch die 
Substitution 

a + Xu, b -J- U), etc. für n, b, etc.; 
sie ist von der Form 

ff + + A'^r, A%, = 0. 

Jede der Functionen ff, ff,, t, t, enthält die Coeflicienten 
a, ß, etc. im zweiten und die (ioefficienten von U und V im 
dritten Grade. 

In Gliedern dieser Functionen können wir die Bedingun- 
gen ausdrücken, unter welchen die Schnitte der Flächen 
P und F mit der Ebene 

•) Verß!. ,, Vorlesungen“ Artikel 11(1. 
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(KX + + yz + (Ti/> = 0 

bcsliiiiiiiti^ permanente Kelationen zu einander haben 
können; yanz ebenso, wie für zwei ebene Curven 

V =0, r = 0 

solche Kclalionen dnreli die Cocfricientcn der Discriniinante von 
V IV ansgedrnckt werden können. Man erliält z. U. dip Be- 
dingung, nnler welcher die Ebene 

ax -f- ßt/ yz -b dw = 0 

die Fläclien stets in Cnrven sclineidet, welche sich berühren, in- 
dem man die Discriniinante der Form 
<j -j- >tr -b -b 

nach der Grösse A bildet. Das Verschwinden dieser Discriininante 
ist mit andern Worten die Bedingung, unter welcher jene 
Ebene dnrcli eine Tangente der Durchschnittscurve der 
Flächen [/ und V hindurch geht. Diese Bedingung ist vom 
achten Grade in den Coefficienlen der Ebene a, ß, y, d und vom 
sechsten Grade in den Goefficicnten einer jeden der beiden Flächen. 
Man schliesst ilarans z. II. , dass eine beliebige Gerade im Raume 
von acht Tangenten der Durchschnittscurve zweier Flächen zweiten 
Grades geschnitten wird. 

li)7. Die Bedingung, unter welcher die Ebene 
+ ßv + )’• -b die = 0 
die Fläche zweiten Grades 

U = 0 

hernhri, kann als die Gleichung der Reciprocalfläche 
von {/ in Bezug auf die Direclrix 

-b y* + = 0 

angesehen werden. (Vergl. „Analyl. Geom. d. Kegelschnitte“ 
Artikel 100.) 

In derselben Art ist dann 

(j -b Ar -b A’r, -b = (» 
die (ileiclnmg der Beeiprocallläche von 

u + av = 0. 

Weil für ein veränderliches A iliese letztere Gleichung die 
Flächen eines einläciien Systems repräsentiert, Flächen also, welche 
eine gemeinschalUiche Durchschnittscurve besitzen, so ist für die- 
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seihe Vorausselziiiig die Gleichung 

0 + Ar + A*t, + A’ijj = 0 

der Ausdruck eines Systems von Flächen zweiten Gra- 
des, welche von einer gemeinschaftlichen developpa- 
heln Fläche umhüllt werden. Man findet die Gleichung 
derselhen, indem man die in Bezug auf A genommene Discrimi- 
nante von 

<J + Ar + A'^r, -f A%, 

mit Null vergleicht. 

Nach den Ergebnissen des letzten Artikels ist daher die 
Gleichung der ahwickelharen Fläche, welche der 
üurchdringungscurve von zwei Flächen zweiten Gra- 
des nach dem Gesetze der Beciprocität entspricht, vom 
achten Grade in den neuen Veränderlichen und vom 
sechsten Grade in den Coefficienten jeder der beiden 
Flächen. 

Nach derselben Meth ode können wir die Gleichung 
der de veloppaheln Fläche bilden, welche die Flächen 
zweiten Grades U und V umhüllt. Denn wenn 

Ü = 0. F = 0 

die Gleichungen der Reciprocalflächen von 
f; = 0, F = 0 

sind, so ist die Reciprocalflächc von g 

ü + Iv = 0 

eine mit U und F in dieselbe developpable Fläche eingeschriebene 
Fläche und die Discriminante ihrer Gleichung nach dem Parameter 
A ist die Gleichung der fraglichen developpabeln Fläche. 

158. Unter Voraussetzung der canoniseben Form 
-f- by'^ -f cj* -f- = 0 

können wir die umschriebene developpable Fläche der durch ' 
ü — 0. F = 0 

dargestellten Flächen zweiten Grades leicht in Function von U, V 
und den beiden Covarianten S und 5j des Artikel 155 ausdrücken. 
Sei 

P = 0 

die Reciprocallläche von 

P = 0, 
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also 

U = + Bß‘ + Cy + Dd‘ = 0. 

wo 

A = bcd, etc., 
so ist die Rcciprocalfläclie von 

Ü = 0 

durch 

BCf)x’ + ctc. = 0, d. Ii. diircli J-U = 0 
dargestelll. Kerner ist der Coeriicieiil von k 

(BCD' + CJJB' + BBC') X* + etc. 

d. i. 

= d {aa {l/cd + c d b + (tb'c) x* + etc. }■, 

= J ^{b'cfta + cif ab -f- (fa'b'c + a'b’cd) [ax^ -f- etc.) 
— {b'cifd^X' + etc.)}. 

Die rraglirhe tileichung der develop|iaheln Flüc.lie ist datier 
die niscriniinantc von 


+ Jk(9^U—S^) + S)'+ .4, VF. 

Wenn man die.selbe von dem Factor 

befreit, so ist sic vom zehnten firade in den (^oeflicienten jeder 
der beiden Gleichungen. Die Flächen 

S = 0 , S, = 0 

enthalten ofrenhar die Berfilirnngsenrven der developpahlcn Fläche 
mit den gegebenen Flächen U und F, während die developpable 
Fläche inil der Fläche U fiberdiess eine DnrchschnitUscnrve hat, 
die auch von den Flächen 

U = 0. (SV — S)2 + 4^FS, = 0 
gebildet wird. (Vergl. .\rtikel 160.) 

Ib'.l. Man soll die Kedingiing finden, nnler welcher 
eine gegebene gerade Linie die Dnrchdringungsenrve 
z w e i e i' F I ä eben z w c i l e n G r a d es Fun d V du i' c h schnei d e t. 

Wenn wir voraiissetzeii , dass wir nach Artikel 76 die lle- 
dinguiig 

e = 0 


bestimmt haben, unter welcher die gegebene, gerade Linie die 
Fläche U berührt, und dass diese Bedingung durch die Subsli- 
tutiouen 
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a + Xa, b + Xb', etc. für a, b, etc. 

in die Form 

e + i<T + = 0 

ülicrgeht, in welcher sie sich auf die Flächen eines einfachen 
Systems bezieht, so erkennen wir, dass für jede gegebene Lage 
der Geraden zwei Flächen dieses Systems bestimmt werden kön- 
nen, welche sie bg'ühreti. Wenn die Linie aber durch die Durcli- 
schnittscurve der Flächen U und V selbst bindurchgeht, so müs- 
sen die beiden eben bezeichneten Flächen in eine ziisammenfalle.n, 
weil die Gerade im Allgemeinen nur in ihrem Scbnitlpunkt mit 
jener Gurve von einer Fläche des Systems berührt werden kann. 
Die fragliche Bedingung erscheint somit in der Form 
ö* — 4 pp,, 

und sie ist von der zweiten Ordnung in den Goefficien- 
teii jeder der beiden Flächen und von der vierten iu 
Bezug auf die Goefficienten jeder der beiden zur Be- 
stimmung der geraden Linie dienenden Ebenen. 

Die Bedingung 

0 = 0 

wird erfüllt, wenn die gerade Linie mit den beiden 
Flächen U und V vier harmonische Funkte bestimmt. 

Für die canonisebe Form der Gleichungen von U und V 
(ix^ -|- -F CJ* *F dw'^ = 0, -f- b'y‘ -f- cz^ ~ 0 

und die allgemeinen Gleicbuugeu der geraden Linie 

ax ß’j yz dw; = 0, ct'x ß y / z d'w = 0 

ist p (vergl. Artikel 76) durch 

£ab {yd' — y’d)'^ 

darstellbar, wenn wir das Sumnienzeic.lieu auf die seidis Glieder 
von gleicher Form 

(•(/ (itß' — tt'ß]^, etc. 

beziehen. Filter derselben Voraussetzung ist a 
£ {ab' -j- a'b) {yd' — y'd'ß 
und (ö^ — 4pPi) ist somit 

£ {ab' — a'b)^ (yd' — y d)' 

-)- 2£{ab' — a'b) {ac — a'c) {yd' — y'd)- {ßä' — ß'd)"^ 

-F 2£{{ad'— ad) {cb' — cb) 

-F {ac — a'c) {db' — d't*)} {aß' — a'ß)'^ {yd' — y'd)^. 
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160. Man soll dio ('iloic. Iiiing der dcveloppabeln 
Fläche bcslimmen, welche durch die Tangenten der 
Durchdringungscurve zweier Flächen zweiten Grades 
erzeugt w ird. 

Denken wir einen beliebigen Punkt in einer Tangente dieser 
Gurve, so geht notliw endig seine Polarebene in Bezug auf jede 
der beiden P'läcben V und V, die sich in il\/' schneiden, durch 
ihren Berührungspunkt mit der Gurve, d. h. die Durchschnittslinie 
seiner beiden Polarebenen schneidet die Gurve. Wir Anden also 
die fragliche Gleichung der developpabeln Fläche, indem wir in 
die Bedingungsgleicbung des letzten Artikels für 

a, ß, etc., ß', etc. 
die DifTcrentialipiotienten 


tix' 



(IV 
(Ix ’ 



substituieren. Die geforderte Gleichung ist daher vom 
achten Grade in den Veränderlichen und vom sechsten 
in den Goefficienten der Gleichungen jeder der bei- 
den Flächen. Unter V'orausselzung der canonischen Formen 
erhält man sie in folgender Gestalt 
£ [ab'—abf (cd' ~cdY z* w* 

2 £ (ab' — a'b) (ac — a'c) (cd' — c'd)^ (bd( — b'(t)^y^ 

2x^y^z'u^ — a'b) (cdt — cd) — (ad — dd) (bc — b'c)} 

X { (ad — a'd) (bc — b'c) — (bd — ft'd) (ca ' -ca)) 

{(btt — b'd) (ca' — c'a) — (ab' — a'b) (ett — cd)) = 0. 

Wenn in diese Gleichung die Substitution 
«; = 0 

eingeführt wird, so rcduciert sich ihre linke Seite auf ein voll- 
ständiges Quadrat und das nämliche tritt ein für jede der ent- 
sprechenden Voraussetzungen 

a: = 0, y = 0, 1 = 0. 

Wir schliessen daraus, dass jede der vier Ebenen 


a; = 0, y = 0, t = 0, jo = 0 

die dcvcloppablc Fläche in einer ebenen Gurve vier- 
ten Grades schneidet, welche für dieselbe eine Doppel- 
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curvc ist, cl. h. deiTn Punkten je zwei Erzeugende entsprechen*). 
Es ist auch aus der Syrametric der Figur a priori zu schliessen, 
dass durch jeden Punkt in einer der \ier Ebenen, durch welchen 
eine der Tangenteu der Ciirve hindurchgeht, auch eine zweite 
Tangente d(*rselben Curve gezogen werden kann. 

Das vorige Ergclmiss kann uiiltelsl der beiden covarianten 
Flächen zweiten Grades ausgedrückt werden. Man erhält die 
Gleichung unserer developpabeln Fläche in der Form 

A{SU—J F») {S^ V— ^^U'‘) = (S^Ü+ S V— 0, IP— &r^+<I>U F)\ 

In dem durch diese Gleichung dargestellten Orte 
ist die Curye UV eine Doppellinie**), wie es auch sonst 
leicht erkannt werden kann. Und derselbe Ort schneidet 
überdiess die Fläche U in der Durchdringungscurve 
derselben mit der Fläche vierten Grades 
(S — 0F)» + 4 F = 0. 

•) Vorgl. „Cambridge and Publiii Matbcmatical Journal“ Vol. III, 
p. 171; ubwobl nur der geometrische Ucweis hier gegeben ist, waren 
doch die Kesultato vom Verfasser durch wirkliche Ililduiig der Gleichung 
der developpabeln Fläche gefunden worden. Vcrgl. ibid. Vol. II, p. Ö8. 
Cayley gab die Gleichungen beider aus der Betrachtung zweier Flä- 
ctien zweiten Grades entspringenden developpabeln Flächen ibid. Vol. 
V, ]). 50, 55. 

••) Wenn eine Flüche durch eine Gleichung von der Form 
+ avw + F»X = 0 
dargcstellt wird, so ist immer die Curve 

U z= 0, V ^0 
eine Doppellinie der Fläche. 

Die beiden einem ihrer Punkte entsprechenden Tangentenebcnen 
derselben sind durch 

u«#' „(.y 4. vtx' = 0 

dargcstellt, wenn 

w = 0, c = 0 

die Tangentenebcnen der Flächen U und F in jenem Punkte nnd 
Vy X' die Uesultatc der Substitution der Coordinaten des Punktes 
in die Functionen 4>, 9^, JT bezeichnen. Wenn man diese auf die 
obige Gleichung anwendet, so erhält man 

(.S,’« — S"«)* = 0 

als die Gleichung der Tangeutenebenen der Fläche in einem Punkte 
der als Doppelcurvo bezeichneten Cnrve; beide Tangentenebenen fal- 
len somit zusammen und man bezeichnet deshalb die Curve als eine 
Cuspidal- oder ßückkehrcurve der Fläche. 
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Wir licmerken, dass Hiess genau dieselbe Cleichung isl, welche 
wir im Artikel 157 gefunden haben; geometrisch wird leicht er- 
kannt, dass diese Linie achten Grades von den acht Tan- 
genten der Curve VV gebildet wird, die ihren üurch- 
schnittspunkten mit der Fläche S entsj)rechen. 

161. Wir haben zwar in dem Vorigen von der auf das Ge- 
setz der Heciprocität hegriindeteu Methode freien Gebrauch ge- 
macht, wollen aber doch an <lieseni Orte in ein weiteres Detail 
eiiigehen, um die gelegentlichen Anwendungen einer Theorie 
der Ueciprocalflächen näher zu bringen. 

Der Durchschnittscurve einer Fläche mit einer 
beliebigen Ebene entspricht der Tan gcntenkcgel der 
Rcciprocalfläche von dem correspondierenden l'unkte 
aus; insbesondere entspricht der in der unendlich entfernten 
Ebene liegenden Schnittcurvc der Originallläche der vom lJrs|)rung 
ausgehende Tangentenkegel der Iteciprocallläcbe.*). Man kann 
sagen, der Asyinptotenkegel der einen Fläche sei reciprok dem 
Taiigentcnkegcl der andern vom Ursprung aus, wenn man diese 
Reciprocität in dem Sinne fasst, dass jede Kante des einen Kegels 
normal ist zur entsprechemlen Taiigenlenehene des andern. 

Wenn daher <1 e r L' r s p r u ii g ausserhalb der 0 r i gi- 
nalfläche, d. h. so liegt, dass von ihm an sie reelle 
Tangenten gezogen werden können, so isl die Reci- 
procalfläche ein Hyperboloid; sie ist ein Ellipsoid ffir 
s e i n e L a g c innerhalb der 0 r i g i n a 1 f 1 ä c h e und ein 1' a r a - 
holoid, wenn er dieser Fläche selbst angehörl, da dann 
die unendlich entfernte Ebene sic berühren muss. 

Die Reciproke einei' Rcgelfläche, d. i. einer durch 
Bewegung einer geraden Linie erzeugten Fläche, isl eine Re- 
gel fläche; denn einer geraden Linie entspricht eine gerade Linie 
und dei‘ durch die Bewegung einer geraden Linie erzeugten Elächc 
entspricht die durch die Bewegung der reciproken Linie ent- 
stehende Fläche**). Daher entspricht einem Hyperboloid mit einer 


*) Verpl. „Anntyt. Oeometrie der Kotjelschnitto“ Artikel .391, 39.">. 

*') Caylcy liat bemerkt, dass <ler Grad einer UegeHiäctie immer 
dem Grade ilirer Jteciprocalfläohe (jlcic-b sein muss. Der Grad der 
Rociprocalttäche ist der Zahl von Tuiigentcncbcnen gleich, welche durch 
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Maiitelfläclic ein Hyperboloid derselben Art, den Fall ausgenom- 
men, wo der Ursprung der Iteciprocitäl der Fläche selbst ange- 
bärt, da dann die Reciprocalllächc ein hyperbolisches Farabo- 
loid ist. 

Es ist im Artikel 144 bewiesen worden, dass der Tangenten- 
kegel einer Fläche zweiten Urades ein Unidrebungskegel ist, so- 
bald sein Scheitel ein Focalpunkt der Fläche ist; hier ergiebt sich 
daraus, dass die Ucciprocalt'läclie einer Fläche zweiten 
Grades in Bezug aut' einen Funkt eines Focalkcgel- 
schnittes derselben eine llindrehungsfläche ist. 

162. Die Gleichung der Heciproken einer durch die allge- 
meine Gleichung dargestellten Fläche zweiten Grades ist im Arti- 
kel 75 gegeben worden. Die Ueciproke einer ccntrischen 
F 1 ä c b e zweiten Grades in Bezug auf einen beliebigen 
Funkt kann auch nach Analogie der für Kegelschnitte angewen- 
deten Methode (vergl. „Analyl. Geoni. d. Kegelschnitte“ Artikel 
398, 399) ansgedrückt werden. Denn die Länge der von irgend 
einem Funkte auf die Tangentenebene gefällten iNormalen ist nach 
Artikel 85 

A'* 

/» =; — = ^(o*co8'-«-f-ä'^coS'|3-j-c*cos'-y) — (,r'cos«-Fy'cosj3-|-s’cosy) 

lind daher die Gleichung der Rcciprocallläche 

{xx' -F yy -J- zz -f- b-y"^ -j- 

163- Die Beciprocalfläche einer Kugel in Bezug 
auf irgend einen Funkt ist eine Umdrebnngsfläclie 
um die transversale Achse. (Vergl. „Analyl. Geoin. d. Ke- 
gelschnitte“ Artikel 388.) 

Wenn w ir zw ei beliebige Funkte A, B betrachten , so sind ihre 
Entfernungen vom Ursprung in dem nämlichen Verhältniss wie die 


eine willkiirliclic Gerailo gehen. Nun würden wir forraoll beweisen 
können, es ist aber an sich hinreictiend offenhar, dass die Taugeiiten- 
eheno in einem beliebigen l’unkt einer Kegeltlitche die erzeugende Ge- 
rade enthält, welche durch diesen Punkt geht. Daher ist der Grad der 
Iteciprocaltläche der Zahl von Krzeugenden gleich, welche eine will- 
kürliche Gerade schneiden. Und diess ist genau dieselbe Zahl, wie 
die der Punkte, in denen die Gerade die Flüche schneidet, weil jeder 
l’unkt einer Erzeugenden der Fläche angehört. 
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Normalen , welche von jedem auf die dem andern enUprechende 
Ebene gefällt werden. Da nun die Knirerniing des Cenlrnms einer 
festen Kugel vom Ursprung und die vom Uentrum auf die Tan- 
gentenebene derselben gefällte Norinulc couslant sind, so muss für 
jeden Punkt der Rcciprocalflücbe die Entfernung vom Ursprung 
zu der von ihm auf eine feste nämlich die dem Centrum der 
Kugel entsprechende Ebene gefällten Normalen in einem con> 
stanten Verhällniss sein. Der Ort des Punktes ist aber eine Um- 
drehungsUäche , für welche der Ursprung ein Focalpunkt ist. 

Durch die Methode der Reciprocität gelangen wir 
daher von Eigenschaften der Kugel zu Eigenschaften 
von Umdrehungsflächen um die transversale Achse. 
Indem wir Beispiele dafür gehen , stellen wir links Eigenschaften 
der Kugel , rechts die correspondierenden Eigenschaften der Uni- 
drehungsflächen dar. 


Beispiel 1. EiiieTangcntcnehene 
einer Kugelfläche i.st normal zu der 
geraden Linie, die ihren Kcrüliriings- 
punkt mit dem Cenlruni verhindet. 


Beispiel 2. Jeder Tangentcnkc- 
gcl einer Kugel ist ein gerader Ke- 
gel, dessen Tangentenchenen mit der 
Ebene der Rerührungseurvc gleiche ' 
Winkel hihlen. I 


Die gerade Vcrhindungslinie ei- 
nes Fucalpunktes mit irgend einem 
Punkte der Elriche ist normal zu der 
Ebene, welche durch den Focalpunkt 
und die Durchschnitlslinie der ent- 
sprechenden Dircctrixchene mit der 
Tangeiilenchcne des Punktes be- 
stimmt ist. 

Der Kegel , dessen Scheitel ein 
Focalpunkt und dessen Basis ein 
ebener Schnitt einer ümdrehungs- 
ll.U'he ist. ist ein gerader Kegel, wel- 
cher die Vcrhindungslinie desFocal- 
punktes mit dem Pol der Schnitt- 
chene zur Achse hat. 


Es ist ein spccicllcr Fall dieses letzteren Satzes, dass jeder 
ebene Schnitt eines Umdrehungsparaboloid auf die Tangentenebene 
in seinem Scheitel sich als ein Kreis projiciert. 


Beispiel 3. Jede Ebene durch 
das Centruin ist normal zu dem ihr 
conjugierten Durchmesser. 


Jede Ebene durch einen Focal- 
punkt ist normal zu der geraden 
Linie, welche ihn mit ihrem Pol 
verbindet. 


Beispiel i. Die Kreisschnitte ei- 
nes Kegels, der irgend einen ebenen 


Die Focallinien eines Tangcntcn- 
kegels der llmdrehungsILäche sind die 
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Schnitt der Kugel zur Basis hat, sind 
der Ebene desselben parallel. 

Beispiel 5. Jede Ebene ist nor- 
mal zu der geraden Linie, welche 
das renirmn mit ihrem Pole ver- 
bindet. 


Beispiel C. Jeder Cylindcr, wel- 
cher eine Kugel umhüllt, ist gerade. 

Beispiel 7. Irgend zwei einan- 
der conjugierte gera<le Linien sind 
rechtwinklig zu einander. 

Beispiels. Jede eine Kugel um- 
hüllende. Fläche zweiten Grades ist 
eine Umdrehungsnäche. 


164. Offenbar ist das I 
stant, die von den Focalpi 
fläche um die transversale 
Tangentenebenen gefällt w 
vorigen Artikel angewendeten Mt 
ihrer reciproken übergehen, so 
drat der Entfernung des II 
bigen Punkte der Keciprot 
ten Verhältniss ist zu dem 
des Punktes von zwei feste 


geraden Linien, welche seinen Schei- 
tel mit <len beiden Focalpunkten ver- 
binden. 

Die gerade Verbindungslinie ei- 
nes beliebigen Punktes mit einem 
Focalpunkte ist normal zu der Ebene, 
welche durch diesen Kocalpunkt und 
die Durchschnittslinie der entspre- 
chenden Directrixebene mit der Po- 
larebene des Punktes bestimmt ist. 

Jeder durch einen Focalpiinkt 
gehende ebene Schnitt hat diesen 
zum einen Brennpunkt. 

Die Ebenen , welche von zwei 
einander conjugierten geraden Li- 
nien mit einem Focalpunkt bestimnil 
werden, sind normal zu einander. 

Wenn eine Fläche zweiten Gra- 
iles eine ['indreliungsl1.ächc umhüllt, 
so ist ein Tangentcnkegel der erste- 
ren, dessen Scheitel ein Focalpunkt 
der Letzteren ist, ein Umdrehungs- 
kegel. 

*ro(luct der Normalen con- 
inkten einer Llmdrehiings- 
Achse auf irgend eine ihrer 
erden. Wenn wir nach der im 
dhode von dieser Eigenschaft zu 
erkennen wir, dass das Qtia- 
rsprtings von einem belie- 
;alflächc in einem constan- 
Product der Entfernungen 
n Ebenen. 


Aus dem vierten Beispiel des letzten Artikels erbeilt, dass diese 
Ebenen die Ebenen der Kreisschnitte fiif" den Asymptoleiikegel der 
Fläche, d. i. dass sic auch die Ebenen der Kreisschnille der netten 
Fläche selbst sind. Die Durcbschnittslinie dieser Ebenen ist die 
reciproke Linie derjenigen Geraden, welche die Jieiden Focalpunkte 
verbindet, d. h. von der Achse der Umdrehungsfläche. 

Wir wissen aus Artikel 143 t dass die eben bewiesene Eigeii- 
schafl jedem Punkte des Focalkegelsrlinitls angchörl, welcher 
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durcli die Kreispunkte der FlSclie geht*) und erkennen nun, dass 
dieReciproke einer heliel>igen Fl.äche zw eilen Grades 
in Bezug auf einen Punkt des durcli die Kreispunkle 
gehenden Focalkegelschnilts eine Uiudrehungsriäche 
ist, welche die transversale Achse zur Drehungsachse 
bat; dass sie aber in Bezug auf einen l'unkt des andern 
Focalkegelscbnitts, oder, wie in an sagen kann, in Bezug 
auf einen modularen Focalpunkt eine L'nidrehungs- 
fläche ist, welche die conju gierte Achse zu ihrer Achse 
hat. 

Man gebt daher von Kigenscbaflen der Unidreh- 
ungsflächcn nach den Gesetzen der Heriprocität zu 
entsprechenden Eigenschaften irgend einer Fläche 
zweiten Grades in Bezug auf einen F'ocalpunkt und 
die entsprechende Direct rix, und in jedem Falle ist die 
Achse der Umdrehungslläcbe die Reciproke der dem gegebenen 
Focalpunkt entsprechenden Direcirix. Die Achse der Umdrehungs- 
lläche ist der Tangente des Focalkegelschnilts in dem betrachlelcn 
Foeal[)unkt parallel. (Vergl. Artikel 137.) 

In den folgenden Beispielen stehen links die Eigenschaften 
der Umdrebungsflächeu, rechts der entsjirechenden Eigenschaften 
der Flächen zweiten Grades im Allgemeinen. 


Beispiel 1. Der Taiigcntenkegel 
einer Uindreliungslläclie aus eiuciii 
Punkte der Achse ist ein gerader 
Kegel, dessen Tangentenclicncn mit 
der zur .\chse norinalen Khene der 
Itcrülirungscurve gleiche Winkel hil- 
ilen. 


Beispiel 2. JcdeTangenlen<>lienc 
Ist noniial zu der durch ihren lle- 
rührungs|iiinkl und die Achse hc- 
stiinniten Ebene. 


Jeder Kegel, der einen Focal- 
punkl zuui Scheitel und einen die 
entsprechende Üircctrix enthaltenden 
eheiieii Schnitt einer Fhäche zweiten 
ttrades ziirllasis hat, ist ein gerader 
Kegel, welcher die Vcrhindungslinie 
des Focalpunktes rait dem Pol der 
Schnittebene zur Achse hat; diese 
letztere Gerade ist normal zu der 
durch den Focalpunkt und die l)i- 
rcctrix hestimmteu Ebene. 

Oie Gerade, welche einen Focal- 
punkt mit einem beliebigen Punkte 
der Fhtchc verbindet, ist nonnal zu 
der Verbindungslinie des Focalpunk- 


*) Es geschah auf dieacui Wege, dass zuerst diese Eigenschaft und 
die Unterschcidmig der beiden Arten von Focalpunktcn vom Verfasser 
gefunden wurde. 
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Beispiel 3. Itie Polarelit'iie ei- 
nes Punktes ist zu iler ilnreü ilin mit 
der Achse be.sliininlen Kliene nor- 
mal. 


Beispiel 4. IHc ilurdi einen Ko- 
cal|iiinkl mit irgeinl zwei cunjiigier- 
ten ricruden liestiinniteii Klietien sind 
zu eiiiamlcr norm.il. 


Beispiel 5. Wenn ein Keg(d ei- 
ner l’indrclmngsnäclieningesrlirichen 
ist, SU ist eine seiner llau|ilel>enen 
dui'cli den Scheitel und die Achse 
hestinmit und eine andere ist der 
Ehene der Uerühriing par.illel. 


Beispiel (>. Jeder ans einem 
Focalpmikt ühereineni elienen Schnitt 
der Umdrehimgsnäche hesciiricbenc 
Kegel ist gerade*). 


Beispiel 7. Der Ort des Dnrch- 
schnittspnnktes von drei auf einan- 
der Uürnialen Tangentenebenen eines 
Parabuloids ist eine Ebene. 


tes mit dem Uurehschniltspmikl der 
entsprechenden Tangeutenebene und 
der llirectrix. 

Die gerade l.inie, welche einen 
beliebigen Punkt mit einem Eocal- 
punkt verbindet, ist normal zu der 
geraden Verbindungslinie des Eocal- 
I Punktes mit dem Durch.schnilt.s|iunkt 
I seiner Directrix mit der Pularebene 
des Punktes. 

; Eine den Kreisschnitten parallele 
I und durch eine Dire> trix gehende 
; Ebene wird von zwei einander ciin- 
jugierten Geraden in Punkten ge- 
schnitten, welche an dem entspre- 
chenden Focalpiinkt einen rechten 
Winkel bestimmen. 

Der aus einem Focaljiunkt über 
einem ebenen Schnitt einer Fläche 
zweiten Grades beschriebene Kegel 
hat zur einen Achse die gerade Ver- 
bindungslinie des Fucalpunkts mit 
dem Pul der Schnittebene und zur 
andern die Verbindungslinie des Fo- 
calpiinkts mit dem Diirchschnitts- 
punktc der entsprechenden Directrix 
und der Schnittebene. 

Der aus einem Focalpunkt ilbcr 
der Durchschiiitt.scurve einer durch 
! die entsprechende Directrix gehen- 
1 den und den Kreis.sclmitten paralle- 
! len Ebene mit einem beliebigen Tan- 
j gcntenkegel derFhlche beschriebene 
I Kegel ist gerade. 

; Wenn durch einen Punkt einer 
i Fläche zweiten Grades drei zu ein- 
ander normale Gerade gelegt sind, 
so geht die durch ihre andern Schnitt- 
punkte in der Fläche bestimmte Ebene 
durch einen festen Punkt. (Vgl. Ar- 
tikel 117, Deispiel ().) Wenn jener 
Punkt nicht in der Fläche liegt, so 
I unihilllt dieEhene cincUmdrehungs- 
i Iläche. 


*) Seine Achse eiithiilt lien Hol der Sebnittebcue. 
Saltntjn, Atial. Gnuni. •!. KauDiHii. lü 
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Pdspiel H. Wenn eine FlSclie Wenn zwei Fliehen /.weilen fira- 
/weiten Orade.s eine Unulrchnngs- des cinamicr iimhrillen , so hat ein 
Ilächc ninhrilll, .so ist die Achse die- aus einem Fucalpunkl der einen he- 
ser Lcl/.lcren parallel einer Haupt- sclmiebenen Tangcntcukegel der an- 
chene der Ersleren. dem die Verkinduiigsliiiic des Fucal- 

punktes mit dem Üurchschnittspuukt 
der entsprechenden Direclrix mit der 
Khcneilerlternhrung zur einen Achse. 
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VIII. Kapitel. 

Confociile Flächen zweiten Grades. 


165. Wir wnlleii in dicst'm Kapitol eine Lieber sic hl der- 
jenigen Eigenscliaflen der Flächen zweiten Grades 
gehen, welche den Kige nscha ften confocaler Kegel- 
schnitte analog sind. Wir nehmen dazu unsern Ausgang von 
einer, von derjenigen der Artikel 136 f. unahliängigen Methode, 
durch welche wir auch zur Betrachtung der Kocalkegelschnilte 
gelangen. 

Concenlrisclie und coaxiale Kegelschnitte werden als conrocal 
bezeichnet, wenn die DilTercnz der Quadrate ihrer llalhachsen <lie 
nämliche ist; d. h. die mit der Ellipse 



confocalen Kegelschnitte sind durch die Gleichung 

= 1 

n» + A* h'^ + 

gegeben. So lange A* das positive Zeichen erhält und so lange 
hei negativem Zeichen A* numerisch kleiner als ist, ist der 
conrocale Kegelschnitt eine Ellipse; wenn A''^ negativ und zwischen 
6^ und «'■* enthalten ist, so ist der confocale Kegelschnitt eine 
Hyperbel und für A^ > ist sie imaginär. 

Für A'^ = fc* rcdiiciert sich die Gleichung auf 

= 0 , 

d. h. die Achse der x ist die Grenze, welche die confocalen El- 
lipsen von den confocalen Ilyperheln trennt. Aber die beiden 
Brennpunkte gehören «loch in einem besonderen Sinne zu ihr. 

16* 
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Denn inan kann durch einen gegehenen Piinkl (.r', tj) iin Ailge- 
iiieincn zwei zu einem gegelieneii tonfocale Kegelschnille legen, 
weil man zur Hestimmung von l- eine (|uadralisclie (ireiclinng 




'/ 


'2 


1 


a'i — r ^ — A* 

erhält, d. i. 

il'' — -|- b'^ — — y '^) + n*i’^ — Irx"^ — »^y ^ — 0. 

Kür 

y' = 0 

wird sie auf 

(A* — 6^) (A^ — + x'^) = 0 

reducierl, so dass 

A* = 

eine ihrer Wurzeln ist, und für 

x’"^ = d- — //■ 

auch die zweite Wurzel diesen Werth 

A2 = b'^ 

erhält, zur Bestätigung des speciellen Sinnes, in welchem die 
Breim|ninkte dem Werthe A'^ = b'* eiitsjirecheii. Wenn wir in 
der (lleichung 

y' 


id — A'* 
A2 


+ 


b‘ — A^ 


T, = 1. 


- — 0 

6* — A^ " 


machen, so erhalten wii- die (lleichimg der heiden Breim|)unkte 


V, = 1. 


— b'^ 

166. In derselhen Art nennen wir zwei concentri- 
sche und coaxiale Flächen zweiten Grades confocal, 
wenn die Differenzen der Quadrate der Achsen für 
beide Flächen dieselhen sind; so dass für das FIlipsoid 
x^ y* 

•) + = 1 

«- b' 

die allgemeine Gleichung 

•1'!— 4. ' _ 

fi‘ + A* + t/d± A’ + A* ^ 

alle confocalen Flächen repräsentiert. 
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Für ilas positive Zeichen von A* iiml für negative Werthe 
desselben, welche kleiner sind als c*, ist die Fläche ein Ellipsoid. 
Eine Ktigel von unendlichem llalbinesser ist die (Grenze 
der Ellipsoide des Systems, denn sic entspricht dem spe- 
ciellen Werthe 4* = cx. 

Für negative Werthe von A* zwischen den Grenzen c* und 6’ 
repräsentiert die Gleichung ein Hyperboloid mit einer Manlellläclie 
und für Werthe zwischen den Grenzen fc* und ein llypei boloid 
mit zwei Mantelflächen. Dem Grenzwerthe A* = c* entspricht 
die Ebene 

j = 0 

als Grenze zwischen den Ellipsoiden und den eiiifächen Hyperboloi- 
den des Systems: wenn wir aber in der allgemeinen Gleichung die 
Substitulioiieii 



vollziehen, so entsprechen die Punk te d es so erhaltenen 
Kegelschnitts 



in einem speciellen Sin iie jener (!renze zwischen den 
Eili|)soideu und Hyperboloiden, welcher wir eben gedacht 
haben. Denn durch einen Punkt (a', y', i') lassen sich im All- 
gemeinen drei einer gegebenen Fläche zweiten Grades confocale 
Flächen legen, weil für A* als die unbekannte Grösse eine cit- 
bische ßedingungsgleicliung 

y'i _ j'-i _ ^ 

_ *2 + ft* — A^ + c’ — Y2 — 1 

oder 

a'2 (62- A’) (c2-A2) -f- y'2 (c2- A’) («^- A*) + («■'— A») (ftS— A’) 

= («’— V) [b-—k'‘) (c*— A’) 

gefunden wird. Für i' = 0 ist eine der Wurzeln dieser Gleichung 

A2 = c2 

und die beiden andern bestimmen sich aus der reducierteii Gleichung 
.T* (ft* — A*) + y'* (a* — A*) = (o* — A*) (ft* — A*), 

Wenn 
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ist, so wird eine Wurzel dieser Gleichung 

i* = c*. 

und diess bezeichnet den speciellen Sinn, in welchem die Punkle 
ilcr Foca lellipse diesem Grenzwerlhe entsprechen. 

In analoger Weise trennt die Ebene 

y = 0 

die Hyperboloide mit einer Mantelfläche von denen mit 
zwei Mantelflächen und die Tocalhyperbel in dieser 
Ebene 



ist diesem (irenzwerlhe in der n,itnlicheii specielien Art verbunden. 

Der Focalkegelsclmitt in der dritten liaiiplebene, welchen die 
Gleichung , 



bezeichnen würde, ist imaginär.*) 

167. Die drei durch einen Punkt gehenden mit ei- 
ner g e g e b e n e n F 1 ä c h e z w c i t e n G r a d e s c o n f o c a 1 e n F I ä - 
eben sind respeclive ein Ellipsoid, ein Hyperboloid 
mit einer Mantelfläche und ein Hyperboloid mit zwei 
Mantelflächen. 

Denn wenn wir in die zur Restimmung von dienemle cu- 
bische Gleichung die successiven SuhsliUilionen 

A2 = a-, A2 = P = c*, — — <x> 

vollziehen, so erhallen wir Resultate von den respecliven Vor- 
zeichen 

+ , — . + . — . 

welches beweist, dass diese Gleichung stets drei reelle Wurzeln 
hat , von denen eine kleiner als c*, eine zw eile zw ischen c* und 
und eine drille zwischen b^ und enthalten ist. Wie im letzten 


*) Dieselbe Sache spricht sieh auch folpcndcrmnsscii aus: In jedem 
I’imktc einer Ilanptebcnc treffen ausser dem FocalkegcIschniU dcrscl- 
Iieii zwei confocalo Flächen zusammen. Dureli jeden Punkt einer Haupt 
achsc geht eine einzige uonfocaie Fläche; die beiden in ihr sich suhnei- 
deudeu Focalkegelsehnitte repräsentieren die andern. Im Centrum der 
Fläelicn sclineideu sich die drei Focalkegelsehnitte. 
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Artikel erhellt daraus, dass die diesen Werthen eiitsprecheiideii 
Flächen respective ein Ellipsoid, ein einfaches und ein zweifaches 
Hyperboloid sind. 

168. Ein anderer passender Weg zur Auflösung des 
IM'oltlenis, durch einen,gegchenen Punkt die zu einer 
gegebenen Fläche zw eiten (I rades confocalen Flächen 
zu beschreihen, besteht darin, die primäre Achse der 
gesuchten Fläche als unbekannte Grösse zu wählen. 
Weil dann 

o”* — ö'* und fl'* — c'* 


gegeben sind, welche wir durch' A'-* und k"^ respective bezeichnen 
wollen, so haben wir die Gleichung. 

^ . ’il . ^ , 

«'■* «T* — A'* a'^ — A* 

oder 

a» — (A* + A* + x"^ + y * + s ’) 

{a*A* + x''^ (A''* + A*) + y'^A* + z"^h'‘} — x"‘/Pk* = 0. 
Wir können auf Grund dieser Gleichung die Coordinateii des 
Durchschnittspunktes von drei confocalen Flächen in Function 
ihrer Achsen bestimmen; denn wenn a'^, n"*, die W'urzeln 

der obigen Gleichung sind, so gieht ihr letztes Glied 

d. h. 

'2 _ 

^ {a^ — A*) (rt* — c*) 


Und da wir ebenso wohl b‘‘ oder als unsere iinhekaniite 
Grfisse anschen konnten, so erhalten wir die entsprechenden 
Ausdrücke 


= 


A'*A"*A"'2 


(A* — a*) (A* — c'-'j’ 


.'2 


(c^ — a*) (c* — A'^) 


-*) 
•)\ ' 


•) Diese Ausdrücke erlauben eine einfache Bcstimmunf' der Coor- 
dinaten der Kreispnnkte; denn diese sind die Durchschuittspunkte der 
Focalhyperbel mit der Flüche (Artikel 130); da nun für die Focal- 
hyperbel 

a"* = «'"* = «* — A« 


ist, so sind die Cuordinatcn der Kreispunkte 

* , n‘ - ** n , , A» - c* 
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.Mt. \Vir liahcii in il<‘m Vori};fM !>"•, elr. al.< algelirai- 
sclie (Irössfii d. h. inil Kinscliliiiis ilircr Zeichen vorausgesetzt, 
so (lass z. B. c"* als zu einem Ilyperholnid niil einer Mantellläc.hi'. 
geh(">ren(l wesentlich negativ ist , wie auch 6"'* und c es sind. 
Die Relation 

giebl für 

a ■= const. , x' =-= const. 
hk - const. — na ; 

wenn also durch die Punkte eines Schnittes einer Fläche zweiten 
C.rades, der einer Hauptehcne parallel ist, die confocalen Flächen 
gelegt werden, so wird durch die Scheitel dieser Flächen in der 
zur hesagten Hauptehcne noriualen Achse eine Involution he.stimiut. 
Die in a'^ cuhische lileichung dieses Artikels gieht aber üherdiess 
die Relation 

a"‘ a"^ -p n"^a '^ -f- a'"^ a'^ = h 'k ' + (A'® + k'^) + y^k‘ -f* 

und daher für 

x"^ (A'^ + A*) + y'^k- + z"^/r = const. , 
d. h. für Punkte eines FIlipsoids 

a^n’"’ + «"* 0 "'^ = const., 

oder: Fiir alle Punkte des FIlipsoids 

(A^ + A*) x^ + k-f/ + /i-i* = const. 
ist die Quadratsunnne der drei Rechtecke, welche sich aus je 
zweien der grossen llalhachsen der drei durch jeden von ihnen 
gehenden confocalen Flächen bilden lassen, coiistant. 

Da nach diesen Relationen die Gleichung einer Kugel durch 
a"^ + + «””■* = const. 

dargi'stellt werden kann, so ist für alle Punkte einer aus dein 
.^iifaiigspiinkt der Goordinateii hesi hrieheiieii Kugel die Qiiadral- 
siiiiiiiie der grossen Halbachsen der durch sic gehenden coiifoca- 
leii Flächen coiistaiil. 

Fudlich ist nach densclheii Relationen für alle Punkte einer 
zu einer Coordinateiiehene parallelen Ebene das Product der drei 
zu ihr normalen Halbachsen der durch einen ihrer Punkte gehen- 
den confocalen Flächen constant. 

1 69. Dieselbe c 11 b i s c h e G I e i c, h ii n g e r 1 a u b t uns auch, 
den Radius vector des Dnrchschnitlspuiiktcs confoca- 
ler Flächen in Function der Achsen aiiszn drücken. 
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lleiin das zwsile (Ilinl derselben gielil aus 

.T * + y"^ + j’* + (a? — 6®) + ('** — "J" "I" '•' * 

oder 

+ y'2 + j'* = a'2 + ö"2 + c'"2. 

Dieser Ausdruck hätte auch direct abgeleitet werden können, 
mittelst der für .r'*, y'*, z"^ im letzten Artikel gegebenen Wertbe; 
es geschieht durch ein Verfahren, welches auch zur Iteduction 
anderer synnnetrischer Functionen dieser (’.oordinaten angewendet 
werden kann. Denn indem man die vorigen Werthe substituiert und 
auf eine gemeinschaftliche Henennung rediiciert, wird ar'* +y'*-f- 

{h^ — c*) (c* — a*) («^ — 6*) 

Da der Zähler für jede der Voraussetzungen 
b- = c*. c* = n*, fl* = 6* 

mit Null identisch wird, so muss er diu’ch den Nenner ohne 
Hest theilhar sein. Diese Division kann dann in folgender Weise 
vollzogen werden; Irgend ein Glied, z. D. fl'*fl"*a"'*c* gieht, durch 
(n* — fc*) oder das diesem Gleiche (a'* — 6'*) dividiert, einen Quo- 
tienten rt"*fl'"*e* und einen liest ft'*fl"*a"'*c*; dieser Rest gieht, 
durch (fl"* — ft"*) dividiert, einen Quotienten ft'*«'"*c* und einen 
Rest ft'*ft"*fl"'*c*. welcher in derselben Weise durch («’"* — ft"'*) 
dividiert, einen Quotient ft'*ft"*c* und einen Rest ft’*fc"*ft"'*c* gieht, 
der durch ein anderes (ilied des Di\idenden anfgehohen wird. 
Indem man in dieser Weise fortfährt, erhält man das früher ge- 
gebene Resultat. 

170. Zwei confocale Flächen schneiden einander 
überall rechtwinklig. 

Wenn (a:', ;/, i") ein gemeinschaftlicher l’nnkt beider Flächen 
ist und // lind />" die Längen der Normalen bezeichnen, welche 
vom Centruni auf die Tangeiiteuehenen beider in diesem I'iinkte 
gefällt werden , so sind nach Artikel 85 die Richtungscosinus die- 
ser zwei Normalen 

t f ft ft H » f* f ft t 

PH P^ P ^ PH P ^ 

■?*’ 7^’ ~a^’ 77*’ c"* ■ 

Sie sind zu einander rechtwinklig, wenn die Redingiing (Ar- 
ükel 13) 

' " X X \ — ft 

PP ft’* ft"* c’*c'’*J ~ 
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erfüllt ist. Pa aber die Coordinalcn x, y, z den Gleicliiiiigcu 
beider Flächen genügen müssen, so haben \\ir 


- + 


6'* 


+ — ■ = 1 . 




■L 




lind erhalten durch Siihlraction dieser Gleichungen und nach der 
Relation 

a"* - a'2 = _ fc'* = c"^ - c'* 


als Rest 






+ 




welches die behauptete Rechtwinkligkeit bestätigt. 

Ini Durchschnittspunkt von drei confocalen Flä- 
chen schneidet daher jede Tangeuteiiehcne der einen 
die beiden Tangentenebenen der andern rechtwinklig 
oder die Tangentenehene der einen Fläche enthält 
die Normalen der beiden andern Flächen. 

171 . Wenn eine Kbcne durch das Gentriini zu einer 
Tangentenebene einer Fläche zweiten Grades parallel 
geht, so sind die Achsen des von ihr gebildeten Schnit- 
tes den Normalen der beiden confocalen Flächen pa- 
rallel, welche durch den Rerührungspunkt gehen. 

Da bereits bewiesen worden ist, dass tlie Parallelen zu den 
genannten Normalen rechtwinklig zu einander sind, so bleibt nur 
zu beweisen übrig, dass sie coiijugicrte Durchmesser ihrer Sclmitt- 
ciirvc sind. Nun ist nach Artikel 90 die Redingung, unter wel- 
cher zwei Linien coiijugicrte Durchmesser sind, durch 


cos « cos n I cos ß cos ß' , cos y cos y' 

7^ 7 


dargestcllt und wir haben also für die Richtungscosinus 


p X 

ln' 

zu beweisen, dass 


m • 

p X 


p .'/ PJ^ 

in’ c"*’ «'"* 


IL 

Ij"'2 


p"p" 


Xahna 


y‘ 

h'^inln 




+ 




ist. Aber tlie Wahrheit dieser Gleichung ergiebl sich ohne Wei- 
teres aus der Siibtractioii der zwei Gleichungen des letzten Ar- 
tikels 
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I ~~ 0" 

c ■'c •* 


172. Man soll die Längen der Achsen des Central- 
scliniltes einer Flüche zweiten Grades durch eine der 
Taugentenebene ini Punkte {x'. y, z) parallele Ebene 
bestimmen. 

Aus der Gleichung der Fläche crgiebt sich die Länge eines 
centralen Itadius vector von den Richtungscosinus a, ß. y durch 
die Gleichung 

* 1 cos* a ^ cos* ß _j_ cos* y 

^ ^ “6*~ 

und mittelst der für a, ß, y im letzten Artikel gegebenen NVerlbe 
linden wir für die Länge einer dieser Achsen 


1 _ -2 / a;'* y * *'* ^ 

p* — P -r ?V'V' 


Nun gelten die Gleichungen 


+ 

a'*o"* ^ 


und wir erhalten durch ihre Subtraclion 


d^a"* 


jC j. 

’^b"* c'*e"< 


"1 — 


und durch Substitution dieses Ausdrucks in den vorher für 
bestimmten Werth 

^* = o'* — «’'*. 

In derselben Art finden wir für das Quadrat der andern 
Halbachse 

p* = a* — o'"*. 

Wenn also zwei confocale Flächen zweiten Grades 
sich d u r c h s c h n e i d e n . so ist e i n II a d i ii s d c r e i n c n , w e I - 
eher der Normale der andern in einem Punkte ihrer 


Durchschnittscurve parallel ist, von constantcr Länge. 
Diese Halbdurchmesser bilden daher auf der Fläche eine sphäri- 
sche Curve, und beiden Systemen der Durchschnittslinic der Fläche 


Digitized by Google 



•252 


mH (l*;ii ihr confoiiilen Flärlieii enlspreclien so Systeme von sphä- 
rischen Cnrven auf ihr. 

173. Ila das Product der Aclisen eines Cenlralschniltes mH 
iler Normalen einer parallelen Tangenlenehenc dem Producte der 
Achsen abc gleich ist (Artikel 91), so erhalten wir unmittelbar 
.Ausdrücke für die Längen p, p", p". Wir haben 


P = 


p <■ = 


— 


( a '2 _ „" 2 ) („'2 _ „'" 2 ) > 

„"2,/’2c"2 


(« 


"2 


„'2j („"2_ a'"2) ’ 

a~ 


(,,'"2._ „"2) 

Itiese Werthfi hätten auch durch Sid)stitution dei 
P> 'P> gegehenen Ausdrücke in die Gleichung 


früher für 


1 


X ‘ 


,'2 


— _'4 + 


y 

b'* 


p 


‘ a ’ b' c ■ 
erhalten werden können, indem man den erhaltenen Werth von 
/)'* durch die Methode des Artikel 169 reduciert. 

Der Leser wird die Symmetrie bemerken, welche zwi- 
schen diesen Werthen von //*, p"'^ und p und den für 
,r'*, y'2, j'2 gefundenen s t a 1 1 f i n d e l. 

Wenn wir die drei Taugeiitenebcnen als Goordinatenebeuen 
betrachten , so werden die Noi malen //, ;/', p"' die Coordinateii 
des Centriims der Fläche. Itie Analogie zwischen den Werthen 
für p', p”, p"’ und denen für x' , y , z kann daher folgendcr- 
massen ausgedrückt wenlen: Mit dem Punkte [x , y, i') als Gen- 
trum können drei confocale Flächen heschriehen werden, welche 
die drei Tangentenehenen zu llau|>tehenen haben und sich in dem 
Gentrum des Originalsystcms durclischneiden. Die Achsen des 
neuen Systems von Gonfocalen sind 


f ff fff I ' 1 *>• 

«,a,rt ; b , 0 , b ; c , c , c . 

Die drei Tangentenehenen des neuen Systems sind die drei 
llauptehencn des Originalsystems. 

Wenn ein Centralschnitt zu einer dieser Ilaupteheiii'u z. 11. 
iler Kbene xy parallel ist, so hestimuit er in der Fläche, zu wel- 
cher sie eine Tangenlene))enc ist, einen Kegelschnitt, für wel- 
chen nach Artikel 172 die Quadrate iler Achsen sind 


Digitized by Google 


253 


a* — , a* — c* , 

(I. Ii. in andern Worlen, dieser Selinill ist der Focalellipse gleich, 
wie auch der Punkt (x', y, z’) gelegen sei. Ebenso ist der der 
Ebene xz parallele Schnitt der Focalhyperbel gleich. 

174. Wenn D die Länge des Diirchinesscrs einer 
Fläche zweiten Grades hczeichnel, welcher der Tan- 
gente in einem Punkte ihres Durchschnitts mit einer 
confoca len Fläche parallel ist und wenn p die Normale 
auf ihre Tangenten ebene in diesem Punkte darslellt, 
so ist für alle Punkte der Durchs 9 hnittscur ve 
pD — const. 

Denn die Tangente in irgend einem Punkte der DiirchschniUs- 
curve zweier Flächen ist die Durchschniltslinie ihrer Tangenten- 
ebenen in diesem Punkte, und sie ist in diesem Falle normal zn 
der dritten durch denselben Punkt gehenden coiifocalen Fläche. 
(Artikel 170) Nach Artikel 172 ist daher 

= a'» — a'"* 


und soiuit nach Artikel 173 


p'^ ir- == 


c’’ 


welches für gegebene a', a" eine Conslanle ist. 

175. Man soll den Ort der Pole einer gegebenen 
Ebene in Bezug auf ein System confocaler E’lächen be- 
stimmen. 

Sei 

Ax -t- Tiy Cz — \ 

die betrachtete Ebene und (|, y, J) ihr Pol, so muss die Gleichung 

y>l , 1 

mit der ersteren identisch werden, d. h. man muss haben 

^ j ^ jy ^ Q 

Ö* — A2~ ' 6*_A*“~ ’ 

Die Elimination von zwischen diesen Gleichungen liefert 
für die Gleichungen des Ortes 
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Der fragliche Orl isl dalier eine zur gegebenen Ebene nor- 
male Gerade. 

Dicss Tlieorcm enlbfdl iinplicite die Auflösung der Aufgabe: 
Man soll eine Fläche zweiten Grades bestimmen, die einer gege- 
benen coufocal ist und eine gegebene Ebene berührt, denn da 
der Pol der Tangentenebene einer Fläche der Berührungspunkt 
derselben ist, so erhellt zunächst, dass nur eine Fläche der ver- 
langten Art existiert, und dass ihr Berührungspunkt mit der Ebene 
durch den Durchschnitt des gefundenen Ortes mit ihr bestimmt 
wird. 


Man kann das Theorem dieses Artikels auch so aussprechen: 
Der Ort des Pols der Taugentenebenc einer Fläche zweiten Gra- 
des in Bezug auf eine zu ihr confocale Fläche Ist die Normale 
der ersten Fläche. 

176. Man soll die Entfernung zwischen dem Berüh- 
rungspunkt einer Tangenteiiehene und ihrem in Be- 
zug auf eine confocale Fläche genommenen Pol be- 
stimmen'. 

Seien x, y, z die Coordinateu des Berührungspunktes einer 
Tangentenebene der Fläche von den Achsen </, ft, c, und |, ij, f 
die des Pols derselben Flhene in Bezug auf die confoc.ale Fläche 
von den Achsen n, ft', c \ so gelten wie im letzten Artikel die 
Gleichungen 


also 
l- x' 


y_ 

ft» 


ft'»' 


■a;. v—y —■ 


ft'»— ft» , 


ft» 


y. i—z = 


c» — c* 


z , 


und durch Ouadrieren und nachherige Addition 



wenn p die vom (Zentrum auf die Ebene gelallte Normale bezeichnet. 
177. Die Achsen des 'Pangentenkegels einer F'läche 
/ zweiten Grades sind die Normalen der drei confocalen 
Flächen, welche durch den Scheitel des Kegels hin- 
<1 urchgehen. 
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Belraclilen wir die Tangeiileiiebenc einer von diesen durch 
den Scheitel (a-', y\ z) gehenden Fläche, so liegt der l*ol dieser 
Fhenc in Bezug auf die Origiiiallläehe nach Artikel 61 in der 
Bülarehenc von {x, y, z) uinl nach Artikel 175 in der Normale 
der confocalen Fläche; es ist daher der Punkt, in wclchuin diese 
Normale die Polarehene von {x, y, z') d. h. die Khene der Berüh- 
rungscurvc des Kegels durchschneidet. 

Aus Artikel 60 folgt dann, dass die drei Normalen die Ebene 
der Berührung in drei Punkten schneiden, von denen jeder der 
Pol der Verbindungslinie der beiden andern in Bezug auf die von 
ihrer Ebene bestimmte Schnittcurve ist; da dieselbe aber zugleich 
ein Schnitt* des Kegels ist, so sind nach Artikel 67 die bezeich- 
neteii Normalen ein System conjugierler Durchmesser der Kegel- 
Iläehe und insbesondere, weil jede von ihnen zu den beiden andern 
rechtwinklig ist, die Achsen derselben. 

178. Wenn durch eine beliebige Tangente einer 
Fläche z w e i t e II (1 r a d e s z w e i T a n g e n t e ti e h c n e n an eine 
zu ihr confocale F'läche gelegt werden, so bilden die- 
selben mit der Tangenlencbene der ersten F'läche in 
dem gegebenen Punkte gleiche Winkel. 

Denn diese Tangenteiiebenc ist nach dem letzten Artikel eine 
llauptebeiie des Kegels, welcher den gegebenen Punkt zum Schei- 
tel hat und die confocale Fläche berührt, während die beiden 
Tangentenebeuen des Satzes Tangenlenebenen dieses Kegels sind; 
und z^wei Tangentenebenen eines Kegels, welche durch eine in 
einer Ilauptcbeue enthaltene (lerade hindurchgehen, machen mit 
dieser Ebene gleiche Winkel. 

Die Focalkegel, d. h. diejenigen Kegel, welche aus beliebigen 
Scheitelpunkten über den F'ocalkegelschnitteii einer F’läche zweiten 
Grades beschrieben werden, sind die Grenzfälle von Kegeln, welche 
die confocalen Flächen umhüllen und die zwei Tangentenebenen 
eines F'ocalkegels, welche durch eine beliebige Tangente einer 
Fläche zweiten Grades gelegt werden können, machen daher gleiche 
Winkel mit der Tangeutenebene der F'läche, welcher jene Tan- 
gente angehört. 

Wenn die F'läche zweiten Grades selbst ein Kegel ist, so 
rcduciert sich ihr F'ocalkegelschnilt auf zwei gerade länien und 
das eben ausgesprochene Theorem lautet in diesem F'alle dahin, 
dass jcilc Tangeutenebene eines Kegels mit deiijeidgen F^benen 
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flleidie Winkel bildet, welilie die Iterfdiriingsseile mit je einer der 
Korallinieii besliinint. Wir werden diesen Salz iin IX. Kapitel 
unabhängig beweisen. 

179. Au.s Artikel 177 folgt, dass die (ileiebiiiig des 
Ta ngenlen k egels einer Fläclie zweiten Grades die 
F o r m 

0 

annehmen muss, wenn die Normalen der durch seinen 
Scheitel gebenden cou Fora len Flächen a Is Goordin a len- 
a eh sc II gewählt werden. Indem wir diess diireli eine wirk- 
liche Transformation heslätigeii, erhallen wir zugleich einen unab- 
hängigen Heweis des Salzes des Artikel 177 und die Keinilniss der 
wirklichen Werlhe von A, D, C, welche uns später mehrrach von 
Nutzen sein wird. 

Die im Artikel 74 gegebene Gleichung des Tangeiileiikegels ist 



und sie wird, zu parallelen Achsen durch den Scheitelpunkt des 
Kegels transrormiert, in die Form 



ühergeführt. Um sie nun auf die drei hezcichnelen Normalen als 
Achsen zu beziehen, haben wir die Itichtungscosinus dieser Linien 
in die Forinelii des Artikel l.*) einzuselzen und erkennen, dass wir 


für X 
für y 
für z 


px 

X 

+ 

P X 

y 

+ 


py 

X 

+ 

ft f 

p .'/ 

y 

+ 

fff • 

y . 

h"'i *’ 

t t 

pz 

X 

+ 

P’z 

y 

+ 

fff $ 

p Z _ 

c"‘ '' 


zu suhsliluiereii haben. 

18l). Um das Hesiiltal dieser Suhstilnlion leichter zu erkennen, 
werden die folgenden Formeln nützlich sein. Ist 
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+ 

j'2 

- 1 

= S*). 

so haben 

wir wegen 







a:^ 

a‘^ 

+ ^ 
-f ^^2 

+ 

z'2 

r'^ 

- 1 

= 0 


+ 

ft' (t * 


+ 



s 





«'* — a‘ ' 

wir finden 

in gleicher 

Art 






- 4- 


+ 

.'2 


S 


•» e/** I 

/l*fl * 




f'i ., 

it — «* 


und aus beiden 


-'2 


a^a^a'^ b^b^b"‘ c^c'^r"'^ (n ■* — a’) (« ^ ■ 

l'ebordiess erlialteii «ir aus 


■ "'^y 


+ 


b'* 


und 


X 

a"^ n 


.'2 

+ rj = 
e * 


.'1 


,'2 „2 + i/2 1^2 + c'ic^ 


yi + 

^ c*c^ 


S 

[a^ — 


1 


p'2 J„'2 ^2J‘ 


181. Wenn wir nun die verlangte Transrorination ansrühreii, 
so erhalten wir auf der linken Seite der Gleichung des Artikel 179 
den Coefflcienten von .r* in der Form 


'2 c ) 

’/I ’ 


2 

a ^ a‘ 


+ 


y‘ 

b'*b‘ 


r'*c^^ 


und den GoelTicienten von xy in der Form 


2 pp" s I * t;:; + 

»/!• n ^ n • 


,,2,/2,/'2 T 


} • 

^2/2 r'"n ' 


’a-a‘a ^ ‘2y ‘ c 

die linke Seite der transformierten Gleiclmng wird daher 


•) Wir bcmerkon, dass 

„ («'• — n*) (n * — «•) (n”'* — «*' 

' ~ ' «*ÄV “ 

ist, weil — n'"* — «’ die Wurzeln der euliisehen tileicimnp 

des Artikel 161V sind, deren absolutes (ilied 

= ff» //» e» S 
ist. 

Salmon, Anal. Geom. d, Raumcf.. 1 t 
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PJ , _ P ' 

a'^ — a- a"'^ — 

•I 


i -fi + 

\a ^ — ar 

- S I + —2^ + - -— 

Ia'2_a2 1- „"2_„2 ^ «'"2_ 

Wenn wir dann die Grösse 

, yy . 22 _' 

■*■ C* - 

in der nätniirhen Weise behandeln , so erliallen wir 

#/ 

p y 


Vo”^. — «* 


+ 


rt 


-I. + 


■ «■ 


„'"2 _ • 



und erkennen, dass ihr (Jnadral gegen die erste Gruppe der GHe- 
d<!r der linken Seile verscliwindcl, so dass die Gleicluing des Ke- 
gels in die Form 



d. i. die erwarlelc Iransforinierle Form, übergeht. 

IS2. Als specielle Fälle tles Vorigen ergehen sieh die Gleich- 
ungen der Fokalkege*! (.Artikel 178) d. h. der Kegel, wel- 
che aus dem heliehigen I* unkte {x, y, z) über der F'o- 
c a 1 e 1 1 i p s e u n d d e r F o c a 1 h y p c r h e 1 beschrieben werden. 
Sie entsprechen den Wcrlhen 

— c', 11^ — 

für das tjuadral der primären Achse, ihre (ileichnngen sind daher 


c'^ 

+ 


+ 


6^2 

+ 

’ß 

i;"i 

+ 



Wir hätten die.se Gleichungen auch direct erhalten kAnnen, 
wenn wir die Gleirhungen der Focalkegel wie im 12. Bei.spiel des 
Artikel 117 gebildet und sic dann wie in den letzten Artikeln 
transformiert hätten. 

•Alan erkennt ohne Schwierigkeit, dass irgend eine Normale 
und die entsprechende Tangcnteneheiic mit jeder der Ilauptehenen 
einen l’unkl und eine Gerade bestimmen, welche in Bezug auf 
den Focalkegelschnill derselben I'ol und Polare sind. Es ist ein 
spedeller F'all des Artikel 177. 

183. Wir geben an dieser Stelle auch die entsprechende 
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Transformation der Gleichung der Fläche zweiten Gra- 
des selbst, weil wir alle dazu nöthigen Formeln im Vorher- 
gehenden gefunden haben. 

Die zu parallelen Achsen durch den Punkt {x, y, :') trans- 
formierte Gleichung ist 



da nun die Transformation der Polynome 

S + S + S ^ ^ + 


zu den drei durch jenen Punkt gehenden Normalen der entspre- 
chenden confocalen Flächen als Achsen im Artikel 181 gegeben 
worden ist, so wird die fragliche trnnsforinierle Gleichung sofort 
in der Form 


S 




+ 




gefunden. Die auf der linken Seite derselben zwischen den Klam- 
mern stehende Grösse giebt überdiess, gleich Null gesetzt, die 
transformierte Gleichung der Polarebene des Punktes. 

Wenn der Punkt [x' , y-, z) in der Fläche selbst liegt, so 
erfährt diese Gleichung eine Veränderung, die wir angeben wol- 
len. Die zu parallelen Achsen transformierte Gleichung ist dann 


»2 


y‘ 


+ 2 


( xx’ 


+ 


yy 


a‘ 0* c 
und bei der Transformation wird der Coefficient von x 


?) = » 



— wir wollen ihn durch 

J 

y* 

kurz bezeichnen — der von 



/ .r 2 


2 

Z* \ 

1 


p'^ 

\a'* «2 

+ 6'^ 


cV/ 

— 


der von xy 







2w' („r 

'2 
a ‘ 

y'* 

+ 

11 

2// 
P - 







17* 
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der CoerncioDt von yz verscinviiidel identisch und die Glieder 
vom ersten Grade rediicicren sich auf 


2a: 

P ' 

die traiisfnrniierte Gleichung ist daher 

^ . y^ I 2 pa-y 2p”xz 

y* d — a"* p ,(a* — a’*) p (d^ — d'^ p 

184. Wir gehen endlich an dieser Stelle die Transfor- 
mation der Gleichung der Reciprocal fläche in Bezug 
auf irgend einen Punkt für die drei iNormalen des 
confocalcn Systems durch diesen Punkt als Achsen. 

Die Gleichung der Reciprocalfläche ward in Artikel 162 ge- 
funden 

(ar.r' -f- yy’ -|- zz' -)- = nV -j- b'^y^ 

Durch Transformation geht nach den Formeln des Artikel 179 
die Grösse 

[xa- -f yy + zz) in {p'x + p"y -|- p"z -f F) 
über; für die Transformation von 


findet man den Coefficienlen von x* 


,2 -'2 


/ dx 


+ 


d* 






o'* -H p'^; 


der Coefficieut von xy ist 





x ‘^ . 

+ 

dy"^ 

+ 

dz'^ I 


■2 pp" 

17» 


Wb"^ 


und 

weil 








[d — d^) 


.'2 

+ 

y^ 

dn"^ 

+ 

dTd4 = 

und 











+ 

d'2 

+ ^2 = 

= 1 

ist. 

so haben wir 












,'2 


j'2 



7/'2 

+ 

,/2^'i + 


1 
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und die transformierte Gleichung erhält die Form 

— a’) ,r* + («”* — a^) + («'"* — a*) 

+ 2Ar^ [p'x + p'y + p"'z) + Ar< = 0. 

185. Wenn wir nun zu der iin Artikel ISl gegeheuen Gleich- 
ung des Tangentenkegels zurückkehren, .so beweist ihre Form, 
dass alle concentrischen Kegel, welche einem System 
von coufocalen Flächen umschrieben sind, coaxial 
und confocal sind. Denn die drei Normalen, welche durch 
den gemeinschaftlichen Scheitel gehen, sind für jeden Kegel des 
Systems die .Achsen, und die Form der Gleichung zeigt, dass die 
DilTerenzen der Quadrate der Achsen von unabhängig sind. 

Die Gleichungen der gemeinschafllichen Focallinien dieser Ke- 
gel sind nach Artikel 140 



Wenn nun im Artikel 172 bewiesen wurde, dass der Cenlral- 
schnitt des Hyperboloids mit einer Mantelfläche, welches durch 
{x, y. t) geht, durch 



dargestellt wird, so folgt aus der Wahrheit, dass der Schnitt 
des Hyperboloids mit der Tangentenebeue dem Centralschnitt 
ähnlich oder durch 



gegeben ist, der Satz von Chasles und Jacobi: Die Focal- 
linien des Systems von Kegeln, welche aus einem be- 
liebigen Punkte den Flächen eines confocalen Systems 
umgeschrieben sind, sind die Erzeugenden des Hyper- 
boloids mit einer Mantelfläche unter ihnen, welchem 
durch diesen Punkt geht*). 

Man kann denselben auch so beweisen: W'enn man durch 
eine beliebige Seite eines unter diesen Kegeln die Tangentenebeue 

•) „Liouville’s Journal“ t. XI, p. 121. „Crelle’s Journal“ Bd. XII, 
p. 137. 
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desselben und Ebenen durch die erzeugenden Linien jenes Hyper* 
boloids liindurchlcgt, so sind diese Letzteren Tangentenebenen des 
Hyperboloids und bilden daher nach Artikel 178 mit der Tangen- 
tenebene des Kegels gleiche Winkel. Diese zwei Erzeugenden haben 
also die Eigenschaft, dass die durch sie und eine beliebige Seite 
des Kegels gelegten Ebenen mit der entsprechenden Tangenten- 
ebene desselben gleiche Winkel einschliessen , eine Eigenschaft, 
welche nach Artikel 178 den Focallinien angehört. 

Zusatz 1. Die Reciproken eines Systems von confo- 
calen Flächen in Bezug auf irgend einen Punkt haben 
die nämlichen Kreisschnitte. Denn die Reciprocalflächen 
der diesem Punkte entsprechenden Taugentenkegel haben nach 
Artikel 141 dieselben Kreisschnitte, und sie sind die Asymptoten- 
kegel der Reciprocalllächen. 

Zusatz 2- Die Orthogonalen Projectioncli eines Sy- 
stems von confocalen Flächen auf eine Ebene sind con- 
focale Kegelschnitte. Diese Projectionen sind die Durchschnitte 
der gedachten Ebene mit den zu ihr normalen die Flächen des 
Systems umhüllenden Cylindern, und man kann diese Letzteren 
als ein System von Tangentenkegeln betrachten, welche den unend- 
lich entfernten gemeinschaftlichen Punkt der Erzeugenden zum 
Scheitel haben. 

186. Unter den Flächen eines confocalen Systems 
existieren im Allgemeinen zwei, welche eine gegebene 
gerade Linie berühren. 

Sei (a', y, z') ein Punkt der betrachteten Linie und sind 
a, a", a" die Achsen der drei Flächen des Systems, welche durch 
ihn hindurchgehen, a, ß, y die Winkel, welche diese Linie mit 
den Achsen bildet; so erhellt aus Artikel 181, dass das a der 
gesuchten Fläche durch die quadratische Gleichung 



bestimmt wird. Sind nun a, a' die Wurzeln dieser Gleichung, 
so haben die beiden Kegel 
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die gegebene Gerade zur geineinschaftliclien Seile und man be- 
weist genau wie ini Arlikel 170, dass die Tangeiitenebeiien der 
Kegel, welche durch diese Linie gehen, zu einander rechtwinklig 
sind. Da aber, die TangeiUenehcnen des Tangenlenkcgels einer 
Fläche auch Tangentenehenen dieser Letzteren sind, so ergieht 
sich daraus, dass die durch eine gerade Linie gehenden 
Tangentenehenen der beiden sie her fi hr en d en Flächen 
eines confocal enSyste ms zu e inander rechtw inklig sind. 

Zuweilen findet man die Eigenschaft, dass die von einem Punkt 
ausgehenden Tangentcnkegel von zwei sich durchschneidenden cou- 
focalcn Flächen zweiten Grades einander rechtwinklig durchschnei- 
den, dahin ausgesprochen, dass zw ei confocale Flächen, von 
einem beliebigen Punkte aus gesehen, einander recht- 
winklig zu durchschneiden scheinen. 

1S7. Die Normalen der Flächen eines confocalen 
Systems, welche den durch eine gegebene gerade Li- 
nie gehenden Tangentenehenen derselben entspre- 
chen, sind die Erzeugenden eines hyperbolischen l'a- 
raholoids. 

Sie sind olTeiihar einer Ebene parallel, nämlich der zur ge- 
gebenen Linie normalen Ebene; und wenn wir irgend eine der 
confocalen Flächen betrachten, so enthält nach Artikel 174 die 
Normale, welche irgend einer durch jene Gerade gehenden Ebene 
entspricht, den Pol dieser Ebene in Beztig auf die angenommene 
confocale Fläche, einen Punkt also, welcher ein Punkt der Polar- 
linie der gegebenen Gei’aden in Bezug auf diese confocale Fläche 
ist; in Folge dessen schneidet jede .Normale die Polarlinie der 
gegebenen Geraden in Bezug auf irgend eine der confocalen Flä- 
chen und die durch die Normalen erzeugte Fläche ist daher eiu 
hyperbolisches Paraholoid. (Arlikel 111.) Die Polarlinien der eben 
angestellten Erörterung sind für das nämliche Paraholoid die Er- 
zeugenden des analem Systems. 

Die beiden Punkte, in denen diess I’araholoid die 
gegebene gerade Linie schneidet, sind die zwei Punkte, 
wo dieselbe die beiden confocalen Flächen berührt. 

Wenn die gegebene gerade Linie seihst für eine 
der Flächen des Systems (S) eine Normale ist, so er- 
halten w ir einen hemerkensw erlhen speciellen Fall. 
Die Normale, welche irgend einer der durch sic gehenden Ebenen 
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entspricht, wird ikicIi Artikel 175 gcrtiiiden, indem inan von dem 
in Bezug auf jene Fläche S genommenen Pol dieser Ebene auf 
dieselbe eine Normale fällt; es ist aber olTenbar, dass jener Pol 
lind diese Normale in der Tangentenebene von S liegen müssen, 
zu welcher die gegebene Gerade normal ist. In diesem Falle 
liegen somit die Normalen in einer nnd derselben 
Ebene. 

Ans dem Prinei{ie, dass das Doppcisebnittverbältniss von vier 
durch eine gerade Linie gehenden Ebenen mit dem Duppelschnilt- 
verbältniss ihrer in Bezug auf irgend eine Fläche zweiten Grades 
genommenen Pule übereiiistinimt, wird sogleich erkannt, dass 
irgend vier Normalen alle die der gegebenen Linie in Bezug auf 
die Flächen eines confocalen Systems eiiLsprechenden Polarlinien 
homographisch Iheileii; daher umhiillen in dem betrachte- 
ten speciellen Falle die sämmtlichen Normalen noth- 
wendig einen Kegelschnitt, und zwar eine Parabel, 
weil die Normale in einer ihrer Lagen ganz in unendlicher Ent- 
fernung liegt, nämlich in dem Falle der unendlich grossen Kugel, 
welche dem System der confocalen Flächen nach Artikel 166 
angehbrt. 

Der Fusspunkt der gegebenen Linie in derjenigen 
Fläche des Systems, für welche sie eine Normale ist, 
liegt in der Directrix der Parabel. 

Ibh. Wenn a, ß, y die auf die Normalen durch den Schei- 
tel bezogenen Bichtnngswiiikel der Normale zu einer Tangenten- 
ebene des Kegels der .Artikel 179, etc. bezeichnen, so müssen 
dieselben, weil die bezeiciincte Normale dem reciproken Kegel 
angehörl, die Belation 

(«'■* — a‘) cos '■*« (fl"* — d^) cos ^ß (o'"'* — a?) cos ’^y = 0 

' oder 

d^ cos* a + a"* cos* ß -|- a'"* cos* y = a* 

erfüllen. Dieselbe erlaubt uns, die Achse der Fläche des 
Systems zu bestimmen, welche irgend eine Ebene be- 
rührt; denn für einen beliebigen Punkt dieser Ebene wissen 
wir die ibm entsprechenden n, a", a'", so wie die Winkel , wel- 
che die drei durch ihn gehenden Normalen mit der Ebene ein- 
schliessen, so dass die Grösse a* ebenfalls bekannt ist. 

189. Wenn die Belation des letzten Artikels unabhängig be- 
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wiesen wäre, so würde diircli l'nikeliiiiiig der Scldussordniin;' 
aus ihr ein Beweis für die Gleichung des Tangetilen- 
kegels im Artikel 181 ohne Transformation der Coor- 
dinaten hervorgehen. 

Der folgende Beweis der Belation rührt von Cliasles her: 
Die Grösse 

a'* cos 4" cos 4- a'"* COS 
ist die Summe der Quadrate der Projectionen der Linien u, a', d” 
auf eine Normale zur gegelieneii Elieiie. Wir halieii im Artikel 
173 gesehen, dass diese Linien die Achsen einer durch das Ori- 
ginalcentrum gehenden Fläche sind, welche den Punkt (x', y , z'] 
zu ihrem Cenlrum hat. Und es ist in demselhen Artikel hewieseii 
worden, dass der Badiiis vector vom Gentrum nach {x, y, z') 
mit zwei Geraden, welche den Achsen der Kocalellipse parallel 
und gleich sind, ein System von drei conjiigierten Durchmessern 
bildet. Wir wissen ferner aus Artikel 93, dass die Summe der 
Quadrate der Projectionen von drei conjiigierten Durchmessern 
einer Fläche zweiten Grades auf eine heliehige Gerade eine Con- 
slanle, d. i. der Summe der Quadrate von drei andern conjugier- 
ten Durchmessern derselben Fläche gleich ist. Daraus folgt dann, 
dass die Grösse 

a’* cos 4" cos "^ß 4* d'"^ cos 

gleich ist der Summe der Quadrate der Projectionen des Badius 
vector und zweier den Achsen der Kocalellipse paralleler und glei- 
cher Linien auf die vom Gentruin auf die gegebene Ebene gefällte 
Normale. Nun sind die beiden letzten Geraden nach Grösse und 
Bichtiing constant, also auch die bezeichneten Projectionen der- 
selben, und die l’rojection des Badius vector ist constant, weil 
sie die Normale selbst ist, so lange der Punkt («', y, der ge- 
gebenen Ebene angehört, also ist bewiesen, dass die betrachtete 
Grösse 

a'* cos 4" cos ’^ß 4" “ cos ^y 

constant ist für alle Lagen des Punktes {x', y , z) in einer festen 
Ebene, und man erkennt, dass dieser constanle Werth das d^ der 
die Ebene berührenden Fläche des Systems ist, weil dieser Werth 
sich für 

cos « = 1 , cos ^ == 0 , cos y = 0 

ergiebt. 

190. DerOrt des Durchsclinillspunktcs von drei zu 
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einander rechlwinkligen Ebenen, von denen jede eine 
von drei confocalen sich in einem Punkt schneiden- 
den Flächen tangiert, ist eine Kugel. 

Man gelangt zum Beweise dieses Satzes ganz wie im Artikel 
S9; man addiert 

p* = a* cos -p b- cos -f- cos , 

p"^ = cos V -j- h'^ cos ^ß' -|- c'^ cos '^y ' , 

p"* = a"^ cos + ft"* cos *|3" -f- c"* cos y" 

und erhält 

p* = a* -f- ft* -f- c* -t* («'* — a*) -+- (<i"* — «*), 
wenn p die Enlfernung des Centrums vom Durchschnitlspunkt der 
Ebenen bezeiebnet. Durch die Subtraction der beiden Gleichungen 
p* = a* cos *« -f- ft* cos *j3 c* cos *y, 
p'* = a'* cos *or ft'* cos */3 -j- c'* cos *y 
erkennen wir ferner, dass die Differenz der Quadrate der 
auf zwei parallele Tangentenebenen von zwei confo- 
calen Flächen gefällten Normalen constant und 

= 0* — a'* 
ist. 


191. Zwei Kegel von gemeinschaftlichem Centrum 
umhüllen zwei confocale Flächen; man soll die Länge 
des Abschnittes bestimmen, der in einer ihrer gemein- 
schaftlichen Seiten durch eine durch das Cenlrum 

g e h c n d e E b e n e bestimmt wird, w e 1 c h c d e r T a n g e n l e n - 
ebene einer der durch den Scheitel gehenden confo- 
calen Flächen in diesem parallel ist. 

Die in den vier gemeinschaftlichen Seiten gebildeten Ab- 
schnitte sind von gleicher Grösse, weil diese Seiten gegen die 
Scbnitlebene gleich geneigt sind, als welche einer gemeinschaft- 
lichen Hauptebene beider Kegel parallel ist. 

Für die Durchschnitte von zwei confocalen Kegeln 

fj“i ^2 /v»2 fj2 »2 

-■y + ^ + ”2 = 0, ’/j -f- ^ -|- -i2 = 0 

<K- ß‘ y‘ a* ßi‘ y‘ 

gelten die Gleichungen 

X* p* _ j* 

„2 „'2 ~ — ylyn („ 2 _^ 2 ) ' 

und wenn wir den gemeinschaftlichen W erth dieser Quotienten 
durch A* bezeichnen, so ist 
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a:* + y" + *’ = k- («’ - [ß^- - y*) (y* — «*). 

Indem wir dann die Werlhc von a'\ ß'^, y- aus den Gleich- 
ungen der Tangentenkegel (Artikel 186) einset/cn und erinnern, 
dass das x- der Ebene durch das Centrum gleich 

(„'2 «"■■*)(«'* a "'*) 

ist, erhalten wir für das Quadrat des fraglichen Ahschnitts den Werth 
{a'2 — a*) a'--*)’ 

Wenn die Flächen sämmtlich von verschiedenen 
Arten sind, so zeigt dieser Werth, dass der bezeich- 
ne t e Abschnitt der Normale gleich ist, welche vom 
Centrum auf die Tangentcnehene in ihrem Durch- 
schnittspunkt gefällt wird. 

Wenn wir speciell voraussetzen, dass die betrachteten Kegel 
über der Focalellipse und der Focalhyperhel des Systems beschrie- 
ben sind, so ist 

a* — — c*, a'* = — i* 

lind der Werth des Abschnitts reduciert sich auf a-, d. h. wenn 
durch irgend einen Punkt eines Ellipsoids eine Sehne 
gezogen wird, w eiche beide Focalkegelschnitte schnei- 
det, so ist der in ihr durch eine der Tangentcnehene des 
Punktes parallel durch das Centrum gehende Ebene be- 
stimmte Abschnitt der grossen Achse der Fläche gleich. 

Diess von Mac-Callagh gefundene Theorem ist das .Analo- 
gon des Satzes für ebene Curven, nach welchem eine durch das 
Centrum parallel zu einer Tangente einer Ellipse gezogene Paral- 
lele in den Focalstrahlen des Berühruiigspiiuklcs Abschnitte be- 
stimmt, welche der Hauptachse gleich sind. 

192. Auf Grund der eben entwickelten Priiicipien hatChas- 
les die Lösung des Problems gegeben, die Grösse und Rich- 
tung der Achsen einer centralen f’läche zweiten Gra- 
des aus einem gegebenen System conjugierter Durch- 
messer zu bestimmen. 

Wenn wir die Ebene von zweien derselben betrachten, so 
können wir nach den Gesetzen der ebenen Geometrie die Grösse 
und Richtung der Achsen des ihr entsprechenden Schnittes be- 
stimmen. Seiner Ebene ist die dem Punkte P, dem Endpunkte 
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(It's dritten Diirdiiiicssers, enlsprtirhende Tanj'entenebene der 
Fliirlie parallel. Nun ward im Artikel 173 bewiesen, dass das 
Centrnin der gegebenen Fläcbe zweiten Grades der üurehschnitls- 
piinkt von drei confocalen F'lärben ist, die in P ihr Centnim 
haben. Wenn wir die Focalkegelscbnitte dieses neuen Systems 
bestinnnen, so schneiden sich die beiden ans dem Centrum der 
gegebenen Fläche über diesen beschriebenen Focalkegel in vier 
geraden Linien, weldie mit einander sechs Ebenen bestimmen, 
deren nnrchsclmitlslinieii die Iticblungen der fraglichen Aclisen 
bezeicbneii, während nach .Artikel 191 die dnreb den Punkt 
gehenden Tangentenebenen in ihnen die der Länge der Aclisen 
gleichen Stücke absebneiden. 

Die fraglichen Focalkegelschnitte werden aus der Kennlniss 
ihrer Ebenen und der Itirhlung ihrer Achsen leicht construiert, 
da die Länge derselben überdiess durch 


' 2 . 


2 *1 '2 
fl* — rt a* — , 


ausgedrückt sind und die Achsenlängen des gegebenen Schnittes 
( 1 * — <i’^, a* — (Artikel 172), 
welche bekannt sind, jene direct bestimmen. 

193- Wenn durch einen Punkt P in einer Fläche 
zweiten Grades eine Sehne gezogen wird, welche wie 
im Artikel 191 zw ei cunfucalc F'lächen berührt, so kön- 
nen w i r einen Ausdruck lür die Länge derselben finden. 

Wir ziehen einen ihr parallelen Halbdurchmesser durch das 
Centrum und bezeichnen seine Länge durch R\ wenn wir dann 
durch P eine zu diesem Durchmesser conjngierte Ebene und eine 
Tangeiilenebene legen, so bestimmen beide in jenem Durchmes- 
ser, vom Cenlnini aus gemessen, Abschnitte, deren Product = 
ist. Nun ist aber der durch die conjngierte Ebene bestimmte .Ab- 
schnitt die Hälfte der fraglichen Sehne und der der Tangenten- 
ebene entsprechende ist derselbe, dessen Werth wir im Artikel 191 
gefunden haben. Daher ist 


C — 


2 // — a^) (gi — a'^)} 

a b' c 


Wenn die betrachtete Sehne insbesondere diejenige ist, welche 
die beiden Focalkegelschnitte schneidet, so haben wir 
a* := <i'* - a'2 = a'* — c* 

und daher 
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194. Man soll den Ort der Scheitel aller der ge- 
raden Kegel bestimmen, welche eine gegebene Fläche 
zw eiten Grades umhüllen. 

Damit die Gleichung 



einen geraden Kegel darslellt, müssen zwei ihrer Goefficienten 
einander gleich sein,_d. h. man muss entweder 

ff f m ff fff 

a = a , oder a = a 

haben, oder in andern Worten, die Gleichung des Artikel 166 
muss für den fraglichen l’unkt (.r, y, z) zwei gleiche Wurzeln 
haken. Da nun nach der llnlersuchiing der Grenzen der Wur- 
zeln gleiche Wurzeln nur unter der Voraussetzung möglich sind, 
dass 1 einer der Hauptachsen gleich ist, so erkennen wir als den 
fraglichen Ort die Focalkegelsrhnitte der Fläche. Diess stimmt 
mit dem, was im Arlikel.144 bewiesen ist, überein. 

Wir erkennen daraus , dass die R e c i p r o k e einer Fl ä c li e 
zweiten Grades in Bezug auf einen ihrer Focalpiinkle 
eine Umdrehungsfläcbe ist, und dass iiishesnndere als 
Reciprocalfläche in Bezug auf einen Kreispunkt ein 
Umdrehungspa raholoid erhalten wird. Denn ein Kreis- 
punkt gehört zugleich einem Focalkegelscimitt (.Artikel 1,39) und 
der F'läche selbst an, und aus dem letzteren Grunde bekanntlich 
ist die entsprechende Reciprocalfläche ein l’araholoid. 

Als ein anderer specieller Fall unseres Salzes ergiebt sich, 
dass einer centralen Fläche zweiten Grades zwei ge- 
rade Cy linder u mschri eh e n w e rde n können, deren Er-, 
zeugende den Asymptoten der Focalhyperhel parallel 
sind. (Vergl. Artikel 115.) Endlich ergiebt sich , dass der über 
derFocalellipse stehende Kegel nur dann ein gerader 
Kegel ist, wenn sein Scheitel der Focalhyperhel an- 
gehört und umgekehrt; ein Ergebniss, welches ohne allen 
Bezug auf die confocalen Systeme dahin ausgesprochen werden 
kann, dass der Ort der Scheitel derjenigen geraden 
Kegel, welche über einem gegebenen Kegelschnitt 
stehen, ein zweiter Kegelschnitt ist, <ler die Brenn- 
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punkte des crsleren zu Scheiteln und seine Scheitel 
zu ßre II np unkten hat und dessen Ebene normal zur 
Ebene des ersteren steht.’*') Wenn 


+ 



die Gleichung des einen Kegelschnitts ist, so erhält man die des 
andern in der Form 

2 * 


Es iiard im Artikel 163 (Beispiel 8} bv>'iesen, dass der aus 
einem Focalpunkt einer Umdrehungsfläche an eine sie umhüllende 
Fläche zweiten Grades gehende Tangentenkcgel ein Umdrehungs- 
kegel sei und im Zusammenhang dieses Artikels erkennen wir 
nun, dass die Focalkcgelschnitte einer Fläche zweiten 
Grades den Ort der Focalpunkte aller der Umdrehungs- 
flächen bezeichnen, weiche derselben umgeschrieben 
werden können. 

105. Oie folgenden Beispiele mögen zur ferneren Erläuter- 
ung dei entwickelten Principien dienen.' 

Beispiel!. Welches ist der Ort des Durchschniltspunk- 
tes derjenigen Erzeugenden eines Hyperboloids, welche 
sich rechtwinklig d urchschncidcii? 

Da der Durchschnitt einer mit der Ebene solcher Erzeugenden — 
einer Tangenlenehcnc — parallelen Ebene mit der Fläche eine gleichsei- 
tige Hyperbel ist, so gilt nach Artikel 172 die Relation 
(a"2 — o'J) + (n"2 _ «"'7) = 0; 

und da nach Artikel 169 das Quadrat des Radius vector für den helrach- 
Iclcn Punkt durch 

„"2 ^ ^ _ ( a "2 _ „' 2 ) _ ( a "2 _ o '" 2 ) 

' ausgcdrückl ist, so erkennen wir als den fraglichen Ort den Durchschnitt 
des Hyperboloids mit einer Kugel , für welche das Quadrat des Halb- 
messers 

= «"2 + 6"2 + c "2 

ist. 

Man sieht, die Frage kann allgemeiner aufgefasst werden als die 
Frage nach den Tangentcneiionen , deren parallele Centralscimilte einem 
gegebenen Kegelsclinitt ähnlich sind; sic überträgt sich damit auf alle 
Flächen zweiten Grades, währenil sie zunächst nur auf die geradlinigen 
sich zu beziehen .scheint. 


*J Vcrgl. Artikel 117, Beispiel 12. 
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Dasselbe Resultat erhält man durch folgende Schlüsse: Wenn zwei 
Erzeugende rechtwinklig zu einander sind, so hihlcl ihre Ebene mit den 
beiden durch je eine von ihnen mit der ihrem Durchschnittspunkt ent- 
sprechenden Normale bestimmten Ebenen ein System von drei zu einander 
normalen Tangenlenehcnen der h'läche, und der Durchschnittspunkl der- 
selben liegt daher nach Artikel 8U auf der Kugel 

a"^ + b"^ c"^ — r^. 


Die Durclischnittspunktc der zu einander normalen Erzeugenden des 
Paraholoids t 

X* 4 z 

c 


liegen in der Ebene 



(Vcrgl. Artikel KKi.) 


Beispiel ‘l. Man soll den Ort des Durchschnitts von drei 
Tangenten ei n er Fläche z wei ten Grades bestimmen, welchp 
rechtwinklig zu einander sind. (Artikel 117, Beispiel 8.) 

Wenn wir durch a, ß, y die von einer dieser Tangenten mit den 
Normalen des fraglichen Punktes gehildeten Winkel bezeichnen, so gelten, 
weil jede dieser Tangenten dem durch den Punkt gehenden Tangeulen- 
kegel angeliört, die drei Gleichungen 


cos* a 

+ 

cos* 1 

3 

cos* y 

fl’* — a* 

«"*- 


a ^ 

cos* a 

+ 

cos* ( 

r 

1 cos-* y 

— a* 

n”* — 

ar 

+ „'"2_a-' 

cos* tt" 

+ 

cos* ß 

** 

cos* ■/" 

— o* 

«"* — 

<i* 

«'"* — n* 


und wir Anden durch Addition derselben 

a '2 _ „2 ^ a " 2 _ „2 -r „'"2 _ „t 


= 0 , 
= 0 , 

= 0 . 


Nun sind die Grössen 


die drei Wurzeln der cuhischen Gleichung des Artikel ICC, welche nach 
Potenzen von A* geordnet, die Form 

A« + V (X» + y2 + ,2 _ „2 _ ^2 _ p2) 

— A* ■{(</*-{- c*) x*-f- (fl* + — hV — 

b^c^x^ -f" -j- — a'^b'^c^ = 0 

erhält. Die Bedingung für das Verschwinden der Summe der reciproken 
Wcrlhe der Wurzeln dieser Gleichung ist das Ver.schwindcn des CoefA- 
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cientcn von A*; somit ist ilurcli sie die Gleichung des fraglichen Ortes 
gegeben. 

Beispiel 3. Iter Schnitt eines Ellipsoids durch dieTan- 
gentenehene des Asytnpto lenkegels eines confocalen Hy- 
per holoids ist von conslanter Flüche. 

Nach Artikel 01 ist der Inhalt des Querschnitts umgekehrt propor- 
tional zu der auf die Tangenlenehcnc gefällten Normalen p und wirh.ihcn 

= n* cos* or -|- 6* cos* jS + cos* y. 

Da aber die Normale eine Seite des dem Asympiptenkegcl des Hy- 
perboloids reciproken Kogels ist, so gilt auch die Relation 

0 = fl'* cos* a 6'* cos* ß -|- c * cos* y , 
und es ergieht sich also 

p* = a* — a'*. 

Beispiel 4. Wenn ein Umdrehungskegcl einem Ellipsoid 
um geschrieben ist, so enthältjede ihm cingeschrieheneKu- 
gel einen der Kreisschnittc des Ellipsoids und die Berühr- 
t^ng eines solchen mit ihm findet in seinen Kreispunkten 
statt. Die Fucalhyperbel ist der Ort des Scheitels derjenigen Kegel, die 
ihm und einer veränderlichen es in einem Kreispunkte henihrcnden Kugel 
gleichzeitig iimge.schrieben sind. (Vergl. Artikel 117, Beispiel 12.) 

Beispiel 5. Man soll die Länge der vomCentrumaufdie 
Polarobciie des Punktes (a:‘, y, s) gefällten Normalen in 
Funktion der Achsen der confocalen Fläciien ausdrücken, 
welche durch diesen Punkt gehen. 

Man findet für 


a * — 0* = 

A*, 

"9 9 

a — (r 


«"'* — o* =7* 

_ A*Ä*f-’ 

1 1 

I . 

1 

1 1 M 

* n*ft*c* 


+ p + 

~~7 

Ä* Ä* ? ) 


Beispiel 0. Wenn eine Reihe von E 1 1 i p s o i d e n e i n e m R o - 
lationskegel nach derselben Berührungscurve einge- 
schrieben ist, so gilt unter ihren Halbachsen für x als eine 
Cunstante die Relation 

, 

(ffl* — 6*) (6* — c*) *' ■ 

Der Scheitel S (|, f) eines dem Ellipsoid 



umgeschriebenen Rotationskegels liegt auf der in der Ebene der Achsen 
a und c enthaltenen Focalhypcrhel 

_ 

o* — ft* ft* — c* ’ 
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und die Ber&hrungsellipsc erscheint auf die Ebene xz als in iKe Gerade 



prnjicierl; ihre Hauptachse 2a, kann als die Bcrilhrungsschnc der von S 
an die Ellipse der Kreispunklc gezogenen Tangenten angesehen werden 
und man hat daher 

Um ihre kleine Halbachse 6, zu bestimmen , sei das Ellipsoid durch 
eine das Oentrnm des Ellipsoids und den Scheitel des Kegels enthaltende 
Nornialebene zur ra: Ebene geschnitten; in der entstehenden Ellipse ist 
h die eine und die Linie vom Centrum C nach dem Schnittpunkt s der 
Geraden CS mit der Hyperbel der Kreispunkle die andere Halbachse und 
die Achse b^ ist die ihr für den Mittelpunkt m der Linie 2 a, entspre- 
chende Ordinate und man findet daher 

^2 -^2 a^cvi'^ + n 

— aH'^ + ’ ■ ~ ’ 

-2 — o*c*) 

' 

Die Elimination von ^ und S zwischen den Werthen von a,^ und 
vermittelst der Gleichung der Focalhyperbel liefert dann die itelation 

_ _ 6» 

a,* — ft,* (a* — ft*) (ft* — c*) ’ 
welche unmittelbar den behaupteten Satz beweist. 

196. Zwei Punkte, von denen je einer einem von 
zwei confocalen Eilipsoiden angebört, werden als cor- 
respondierende bezeichnet, wenn die Helationen 

X X y T z Z 

7 ~ J’ ft ~ c ^ e • 


durch ihre Coordinaten erfüllt sind. 

Da nach dem im Artikel 168 gefundenen Werthe 

a* a’* a '* 

(a* - ft*) {«*"^) 

die Grösse 

X* 

a* 

constant bleibt, so lange a'*, a"* iinverrmdert .sind , d. h. solange 
der Punkt der Durchschniltslinie von zwei confocalen IIy|>crboloi- 
den angehört, so erkennen wir, dass die Durchschnitts- 
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curve von zwei confocalen Hyperboloiden ein System 
von confocalen Ellipsoiilen in correspondierendcn 
Punkten schneidet. 

Da die Hauptebenen als Grenzen dem System der confocalen 
Flächen angeboren , so cntsprecbcn Punkte der Hauplebenen, 
welche durch Gleichungen von der Form 


6* 


JT2 


= 0 


a* a‘ — c‘ 0 * b'^ — C* 

bestimmt sind, einem Punkte (x', j/', s') der Fläche, und wenn 
speeiell dieser Punkt selbst einer Hauptebene angchürl, ist der 
entsprecliende Punkt ein Punkt des in ihr gelegenen Focalkcgel- 
schnitts. 

197. Die Punkte der Ebene xy, welche dem Durch- 
schnitt eines Ellipsoids mit einer Reihe von confoca- 
len Flächen entsprechen, bilden eine Reibe von con- 
focalen Kegelschnitten, ffir w eiche die den K reis |> unk- 
ten entsprechenden Punkte die geineinschaftiicben 
Rrennpnnkte sind. 

Wenn wir zwischen den Gleichungen 


El 

b^ 


+ -7=1. 
c‘ 


+ 


f 

6"-’ 


= 1 


die Grösse eliminieren, so erhalten wir 


— c* 


(b'^ — c*) y'^ 


= 1, 


fc* b"‘ 

SO dass die correspondierenden Ibinkle durrh die Relation 

jpz y2 

^ 

verbunden sind. Sie repräsentiert eine Ellipse für die Durch- 
schnitte mit Hyperboloiden mit einer Mantelfläche und eine Hy- 
perbel für die Dnrehsebnitte mit Hyperboloiden mit zwei Mantel- 
flächen. 

Die Coordinaten der Kreispunktc sind 


o* — b^ 


y‘ = 0 . 


a~ — c' 

und die der ihnen entsprechenden Punkte daher 
A-* = n‘ — b'\ r- = 0: 

sie sind also die Brennpunkte des Systems confocaler Kegelschnitte. 
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Man repräsentiert zuweilen Gurren, welche aut einem Ellip- 
soid verzeichnet sind, durch sogenannte elliptische Goordi- 
naten, d. h. durch Gleichungen von der Form 
<I> [a, a") = 0 , 

welche eine Relation zwischen den Achsen der confocalen Hyper- 
boloide ausdrncken, welche durch irgend einen Punkt der Gurre 
hindurchgehen. 

Da nun aus dem eben Entwickelten erkannt wird, dass a 
die halbe Siitnme und a" die halbe Differenz der Entfernungen 
der den Punkten des Ortes correspondierenden Punkte ron den- 
jenigen Punkten darstellen, welche den Kreispunkten correspon- 
dieren, so können wir aus der Gleichung 
<P [a, n") = 0 
eine Gleichung ron der Form 

(9 + p'. P — p') = 0 

bilden und von ihr dann zu der Gleichung der Gurre ilhergelien. 
welche in der Hauptebene dem gegebenen Orte auf der Fläche 
selbst entspricht. 

198. Wenn der Durchschnitt einer Kugel und eines 
Ellipsoids durch p rojicierende Gerade, welche der 
kleinsten oder grössten Achse parallel sind, auf eine 
Ebene der Kreisschnitte projiciert wird, so ist die 
Projection ein Kreis. 

Man erkennt diesen Satz leicht als eine Folge des allgemei- 
nen Satzes: Wenn zw ei Flächen zw eite n Grades gemein- 
schaftliche Kreisschnitte haben, so hat Jede durch 
ihreSchnittcurre gehende Fläche zweiten Gr ades die- 
selben Kreisschnittc. Und dieser Satz geht' aus der ein- 
fachen Bemerkung herror, dass das Resultat der Substitution 

j == 0 

in die Gleichung 

U + kV = 0 

einen Kreis repräsentieren muss, sobald dieselbe Substitution die 
beiden Gleichungen 

U = 0, V = 0 
auf Krcisgleichungen rcduciert. 

Wir halten es aber für nützlich, den hier ausgesprochenen 
speciellen Satz direct zu beweisen. Wir wählen als Achsen die 

18 * 
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Achse Jer y, welche eine Gerade in der Ebene des Kreisschnit- 
tes ist, und eine Normale zu ilir in dieser Ebene und behalten 
daher die y unverändert, wfdirend das neue oc^ gleicli dem alten 

*2 + 

wird. Aus der Gleichung der Ebene des Kreisschnittes folgt 


2" = — 
a* 

und das neue x- ist daher 
_ 

a 




x‘ 




2 b‘—C^ 

Da nun für die Durchschnittspunkte der Flächen 
^2 |.2 «2 

^ + I, + ^ = 1. -F r + 2^ = 


die Gleichung ^ 




c 


2 


giit, so folgt durch Substitution des eben bestimmten WerÜies 
von x^ 



-j- 1/2) = — c*. 


was den Satz beweist. 

-Man wird bemerken, dass wir, um die Frojection auf die 
Ebenen der Kreisschnitte zu erhalten, y unverändert gelassen und 

— ^2 ^2 

für x2 den Werth • -r, • x^ substituiert haben. 

«• — Ir 

Um aber wie im letzten Artikel den irgend einem Punkte 
der Fläche entsprechenden Punkt zu finden, war die Substitution 

, a,.2 2 

a '2 — c* ’ b ‘ — c '2 

respective für 

«2 und j /2 

zu vollziehen. Man siebt daraus, dass die Quadrate der ersteren 
Coordinalen zu denen der letzteren das ronstante Verhältuiss 

62 _c2 
62 

besitzen. Daher können wir ans den Ergebnissen des letzten Ar- 
tikels unmittelbar scblicssen, dass die Projection des Dureb- 
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scbnills von zwei confocalen Flächen zweiten Grades 
auf eine Kreisscbnittelieue der einen von ihnen ein 
Kegelschnitt ist, der d ie ents j> rech enden Pr ojectionen 
der Kreispunktc zu Brennpunkten bat; und ferner, dass 
für jede durch ihre Gleichung 

< 2 > (a, «") = 0 

gegebene Curve auf dem Ellipsoid die algebraische Gleichung ihrer 
Projection auf die Ebene der Kreisschnitte abgeleitet werden kann. 

199. Die Entfernung zweier Punkte, von denen je 
einer auf einem von zwei confocalen Ellipsoiden liegt, 
ist der Entfernung der ihnen entsprechenden Punkte 
gleich. 

Wir haben 

(a: + (y- F») + (z - Z)^ 

= X* + y’ + z* + + F» +.Z^ - 2 (xF + yF+ zZ). 

und da nach Artikel 169 

= + F* + Z* = -f- 5'* + C"* 


und für die entsprechenden I'uukte 


'2 + F'ä + Z'^ = A^ + + c"*, X* + y'* + z'* + C"* 

ist, so ist die Summe der Quadrate der Centralstrahlen nach bei- 
den Punkten für die zwei entsprechenden Punkte dieselbe Grösse; 
und das Theorem ist bewiesen durch die weitere Bemerkung, dass 
die Grössen 

xAT, yF, zZ 


respective gleich sind den andern 

x'r, y'r, zz:. 


weil man hat 


Äx ,aX 
X ■= — , X = — , etc. 
a A 


diess von J. Jvory herrührende Theorem ist von Wichtigkeit in 
der Theorie der Attractionen. 

200. Um eine Eigensch aft der Flächen zweiten Gra- 
des zu erhalten, w eiche der Eigenschaft der Kegelschnitte 
analog wäre, nach der dieSummQ der Focaldistanzen 
constant ist, gab Jacobi dieser letzteren Eigenschaft den fol- 
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geiideii Ausdruck: Wriiii man die l)eiden Endpunkte 6’. C der 
grossen Achse der EHijtse belradilet, so vereinigt dieselbe He- 
lation 

Q + q = 2a, 

welche die Entfernungen von C und C von irgend einem Punkte 
ilirer Verbindungslinie verknüpft, auch die Entfernungen der Drenn- 
l>unkte von irgend einem Punkte der Ellipse. 

Wenn wir nun in analoger Weise im nauptschnitl 
des Ellipsoids die drei Punkte nehmen, welche in dem 
vorher (Artikel 196) auseinander gesetzten Sinne dreien 
Punkten derFocalcllipse entsprechen, so vereinigt die- 
selbe Helation, welche zwischen den Entfernungen 
jener Punkte von einem beliebigen Punkte ihrer Ebene 
stattfindet, auch die Entfernungen der letztem Punkte 
von irgend einem Punkte der Fläche. In der That sind 
nach Artikel 198 die Entfernungen der Punkte eines confocalen 
Kegelschnitts von einem Punkte der Fläche gleich den Entfer- 
nungen des diesem Letzteren entsprechenden Punktes der Haupt- 
ebene von den drei Punkten des Ilauplschnittes*), 

201. Wenn umgekehrt der Ort eines Punktes zu bestim- 
men wäre, dessen Entfernungen von drei festen Punk- 
ten durch dieselbe Relation vereinigt sind, welche 
die Entfernungen der Eckpunkte eines Dreiecks mit 


•) Durch geometrische Uetraehtnng hat Townsend gezeigt („Cam- 
bridge and Dublin Mathematical Journal“, Vol. III, p. 154), dass diese 
Eigenschaft nur den Punkten der modularen Pocalkegelschnitte angc- 
hört. In der That sind, wie aus den Formeln des Artikel 196 erhellt, 
die Punkte der Ebene y, welche irgend einem Punkte (x , y , z') des 
Ellipsoids entsprechen, imaginär. 

Townsend leitet Jacobi’s Methode der Generation aus Mac- 
Cullagh’s Modular-Eigensebaft ab. Denn wenn man durch irgend einen 
Punkt der Fläche eine zu einem Kreisschnitt parallele Ebene legt, so 
schneidet dieselbe die den drei festen Focalpnnkten entsprechenden 
Direetrioen in einem Dreieck von unveränderlicher Grösse und Gestalt, 
lind die Entfernungen des Punktes der Fläehe von den Brennpunkten 
sind in einem constanten Verhältniss zu seinen Entfernungen von den 
Ecken dieses Dreiecks. Und man kann ein ähnliches Dreieck bilden, 
dessen Seiten in bestimmtem Verhältniss verkleinert oder vorgrössert 
sind, für welches die Enfternungen der Ecken vom Punkt (a;’, y, i') 
seinen Entfernungen von den Brennpunkten gleich sind. 
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(len Seilen a, b, c von irgend einem Punkte seiner 
Ebene verbindet, so erhält man, wenn q, q', q" jene drei 
Entfernungen bezeichnen, nach Artikel 50 

o* + b^- 

— n*(6*+c* — o^j (c’+a* — b^)o^ — c* (o*+6* — + a^b'^c^ 

= 0 : 

und da (p* — p '^), etc. als Functionen der Coordinaten nur vom 
ersten Grade sind , so ist der gesuchte Ort vom zweiten Grade. 
Indem man zeigt, dass diese Gleichung von der Form 
S + iAf = 0 

ist, wo 5 eine unendlich kleine Kugel bezeichnet, welche einen 
solchen Punkt zum Cenlruni hat , weist man nach , dass jene drei 
Punkte, von denen die Entfernungen gemessen werden, Focal- 
punkte der Fläche zweiten Grades sind. Jener Nachweis ist ge- 
führt, wenn das Resultat der Substitution 

P* = ö 

in die vorige Gleichung als in lineare Facloren zerfallend er- 
kannt ist. Dasselbe ist 

fli — c*) (p"* — ft*) (ftV * — (p * — p”* + h* — c*), 

nnd wenn wir 

p'* — p* — c* — L, p”* — p* — ft* = M 
setzen, so geht es in die (ieslall 

a^LM + (ft*i — c*Af) (L — M) 

oder 

ftU* — IbcLM cos ^ + c*Af* = 0 
über, wo A den Winkel des aus a, h. c gebildeten Dreiecks be- 
zeichnet, welcher o gegenüberliegt. Diese Gleichung zerlallt in 
zwei imaginäre Factoren und beweist somit, dass der betrachtete 
Punkt zu den Focalpunkten der modularen Gattung gehört. 

202. Der Ort der Berührungspunkte paralleler 
Tangentenebenen einer Reihe von confocalen Flächen 
zweiten Grades ist eine Hyperbel. 

Wir nehmen an, dass a, ß, y die Richtungswinkel der ge- 
meinschaftlichen Normalen dieser Tangentenebenen bezeichnen und 
erkennen dann nach der Formel 

cos a = ^ (Artikel 85) 
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durch Siihslilulion von 

r cos «' l'fir X , 

dass die Richluiigscosinus des Radius veclor irgend eines Berühr- 
ungspunkles durch 

n* cos « fr* cos ß c* cos y 
rp ’ rp ’ rp 

dargeslellt sind. Wenn wir dann nach Artikel 14 die Richtungs- 
cosinus der Normale der Ebene des Radius veclor und der Nor- 
male der Tangenlenebene bilden, so erhalten wir für <S als den 
vom Radius veclor mit dieser Normale gebildeten Winkel diesel- 
ben in der Form 

(fr* — c*) cos ß cos y (c* — a*) cos y cos tt (n* — fr*) cos a cos ß 
rp sin d> ’ rp sin <2> ’ rp sin ® 

Der geineinschaflliche Nenner dieser Ausdrücke repräsenlierl 
aber das Doppelte des Inhalls des Dreiecks, welches vom Radius 
veclor und jener Normale bestimmt wird; die doppelten Inhalte 
der I’rojectionen dieses Dreiecks auf die Coordinalenebenen sind 
daher durch 

(fr* — c*) cos ß cos y, (c* — «*) cos y cos «, (o* — fr*) cos o cos ß 
ausgedrückt, und da diese Projeclionen für ein System von con- 
focalcn Flächen constant sind, so ist für ein solches System so- 
wohl die Ebene dieses Dreiecks, als auch seine Grösse constant. 
Wenn also CM die Normale der betrachteten Reihe von Tangen- 
tenebenen und PM das auf dieselbe von einem Berührungspunkte 
P gefällte Perpendikel bezeichnen , so ist die Ebene und die Grösse 
des Dreiecks CPM unveränderlich und der Ort von P daher eine 
Hyperbel, für welche CM eine Asymptote ist. 

203. Das dem System confocaler Flächen 



entsprechende reciproke System ist ein System con- 
cyclischer Flächen 

(a* — 1*) ar* + (fr* — 1*) y* -|- (c* — A*) z* = R*. 

Diese Gleichung stellt ein System von Flächen zweiten Gra- 
des dar, welche durch eine gemeinschaftliche Curve gehen und 
welchem die Punkt-Kugel 

+ fr’ + s’ = 0 
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angehört. Daher ist das redproke System in eine gemeinschaft- 
liche developpable Fläche eingeschrieben, und manche der in die- 
sem Kapitel für confocale Flächen ahgeldleten Eigenschaften er- 
gehen sich als specielle Fälle von allgemeinen Eigenschaften der- 
jenigen Flächen, welche einer gemeinschaftlichen developpaheln 
Fläche eingeschrieben sind*). (Man vergleiche Artikel 132, 170 
122 und 175.) 

Da der ans einem Punkte eines FocalkegelschnitLs an die 
Fläche gelegte Tangentenkegel ein Umdrehungskegel ist, d. h. ein 
solcher, welcher mit dem unendlich entfernten imaginären Kreise 
(Artikel 134) eine doppelte Beriihrnng hat, so ergiebt sich, dass 
von jedem Punkte eines Focalkegelschnitts zwei ima- 
ginäre Ebenen ausgehen, welche jede confocale Fläche 
berühren, und wir erkennen geometrisch die Existenz 
dieser developpaheln Fläche, deren Ta ngentenehencii 
sämmtliche confocale Flächen berühren. Mir erkennen 
auch, dass sie mit derjenigen developpaheln Fläche 
identisch ist, welche von den durch die Tangenten 
des unendlich entfernten imaginären Kreises gehen- 
den Tangentenebenen der Fläche gebildet wird. Man 
bildet ihre Gleichung, indem man die D i s c r i ni i n a n t e 
der Gleichung der confocalen Flächen in Bezug auf 
bildet. Der unendlich entfernte imaginäre Kreis und 
die Focalkegelschnilte sind die Doppellinicn dieser 
Fläche**). 

204- Wir scbliessen endlich diesen Theorien die auf die Lehre 
von der Krümmung der Flächen zweiten Grades bezüg- 
lichen Hauptsätze an, als welche mit dem Gegenstand dieses Ka- 


•) Vcrgl. auch Cliaslcs’ „Apercu historique“ p. 413 f. der deut- 
schen Ausgabe und im „Quartcrly Jonmal of Mathem.“ Vol. III, p. 155 
eine Note von Ferrers. 

••) Eine ansfUhrlicbo Darstellung der Theorie der confocalen und 
concyclischen Flüchen zweiten Grades und der entsprechenden sphäri- 
schen Kegelschnitte von diesem Gesichtspunkte aus, hat der Heraus- 
geber im VII. Bd. der ,, Zeitschrift für Mathem. u. Physik“ (18(i2) ge- 
geben (p. 25 — 45, 217 — 2W, ZH.') — 313). Die Veröffentlichungen von 
Chaslcs f„Comptes rendiis“ t. L, p. 023, p. 1055, p. 1110) und von 
Cremona („Annali di Matern.“ t. III, p. 257} sind darin im Zusam- 
menhang vorgelegt. 
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pitels in vielsciügcm Zusammenhang stellen. Die weitere Unter- 
suchung belialten wir der allgemeinen Theorie der Flächen vor. 

Der Krümmungsradius eines Nornialschnittes in 
einem Punkte einer Fläche zweiten Grades ist durch 
gi 

— ausgedrückt, wenn ß den der Spur des Schnittes in 
P 

der Tangentenehenc parallelen Halbdurchniesser und 
p die Normale vom Centrum auf die Tangentenebene 
bezeichnet. 

Der Beweis des Satzes lässt sich durch die Methode des un- 
endlich Kleinen analog dem von dem entsprechenden Satze in der 
Theorie der Kegelschnitte führen. (Vergl. „Änalyt. Geom. d. Ke- 
gelschn.“ Artikel 261.) 

Seien P und Q zwei Punkte einer Fläche zweiten Grades 
und schneide eine durch Q gehende und der Tangentenebene in 
P parallele Ebene den Centralradius CP in Ä und die Normale 
in P in S, so ist der Radius eines durch P und Q gehenden 
Kreises, der sein Cenlrum in PS hat, 

_ 

~ 2 PS' 

Wenn nun der Punkt Q sich dem Punkte P unbegrenzt nähert, 
so nähert sich QP der Grenze QR, und wenn wir CP und den zu 
QR parallelen Centralradius durch a und ß bezeichnen und P' der 
andere Endpunkt des Durchmessers CP ist, so wird nach Artikel 70 
: a'2 ,= QR^ : PR . RP' {— 2a . PR). 

also 

a 

’ und der Krümmungsradius 

_ /S’ ^ 

~ a ' PS ' 

Wenn aber vom Cenlrum die Normale CM auf die Tangen- 
lenebene gefällt ist, so ist das rechtwinklige Dreieck CMP dem 
Dreieck PRS ähnlich und man hat 

PR : PS = a : p; 
der Krümmungsradius ist also 

— ^ ^ 

~ a p p’ 

welches zu beweisen war. 
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Wenn der durch P und Q gehende Kreis sein Centruni nicht 
in PS, sondern in einer andern Idnie PS' hat, welche mit PS 
einen Winkel 9 bildet, so lindet die einzige Veränderung statt» 
dass der Radius des Kreises 



~ 2 PS' 

ist, wo S' noch der durch () gehenden zur Tangenlcnebene in 
P parallelen Ebene angehört. Da nun 
PS = PS' . cos 9 


ist, so ist der Radius der Krüinmung 


PO* 

2PS 


cos 9, 


odi* • d e r W e r t h für d e n K r ü ni in u n g s r a d i ii s e i ii e s s c h i e - 
fen Schnittes ist das I’roduct aus dem Krümmungsra- 
dius des durch PQ gehenden Norinalschniltes in den 
Cosinus von 9. 

205- Man kann diese Sätze auch analytisch leicht beweisen. 
Man weiss aus der Theorie der Kegelschnitte, dass für den Ke- 
gelschnitt 

+ 2Sxy -f Cj/* + 2£’y = 0 
der Krümmungsradius im Anfangspunkt der Coordinateu 


E 

A 


ist. Wenn daher für die Ebene xy als Tangenteiiebene die tileich- 
ung einer Fläche zweiten Grades durch 

Ax^ + 2 Pa-y + Ci/ + 2 + 2%z -}- = 0 

gegeben ist, so sind die Krümmungsradien der den Ebenen 


y = 0, a: = 0 
entsprechenden Schnitte respective 



Und wenn die Gleichung zu parallelen Achsen durch das 
Gentrum transformiert wird, wobei die Glieder vom höchsten 
Grade unverändert bleiben, so wird sie 


Ax^ + 2Bxy -f Ct/ -f- 2Lxz + 2Myz + JVz* = H 
und die Quadrate der in den Achsen der x und y gebildeten Ab- 
schnitte sind 
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— und 
A 


C' 


die Krümmungsradien sind somit den Quadraten der 
parallelen llalbdurclimcsser eines Centralsclinittes 
proportional. Und da nach der Theorie der Kegelschnitte der 
Krümmungsradius dieses Schnittes, welcher die Normale der Tan- 
geiitenehene enthält 

= ^ 

P 

ist, so ist diess auch die Form des Ausdrucks für den Krüm- 
mungsradius jedes andern Schnittes. 

Man kann das nämliche Ergehniss aus der ini Artikel 183 
gegebenen Gleichung der Fläche zweiten Grades ahleiten, wel(^e 
auf die Normale der Fläche und die Normalen der beiden durch 
den betrachteten Punkt gehenden confucalen Flächen bezogen ist, 
nämlich 

tf L 1? A 

y* o* — a’ «'■* — a"^ p(a- — a^) p{d^ — a"*) p 

Die Krüininungsradien der den Ebenen 

z — 0, y = 0 

respective entsprechenden Schnitte sind durch die Ausdrücke 


P ' P 

gegeben; ihre Zähler sind die Quadrate der Halbachsen des Schnit- 
tes, den eine der Tangentenehene parallele Ebene bestimmt (Ar- 
tikel 172). 

Die Gleichung des Schnittes, welcher einer unter dem Winkel 
6 gegen die Ebene der y geneigten Ebene entspricht, wird ge- 
bildet, indem man der Drehung der Coordinatenachsen um den 
Winkel 0 entsprechend für y und z respective 

y cos 9 — 2 sin 6 , y sin 9 -f- 2 cos 9 
substituiert, und dann 

2 = 0 


setzt. .Man findet den Coefficient von y- in der Form 
cos’-* 9 , sin’ 9 

(r — a ^ 


fl’ #7*’ 


und den Krümmungsradius 
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1 / cos* 9 

7 Va* - o'* 


sin* 0 \ 
o* — «"*/ ’ 


und kommt aiif das vorige Ergcimiss zurück durch die Bemerkung, 
dass jener Coefflcient von y* das Quadrat des unter dem Winkel 0 
gegen die Achse der y geneigten Durchmessers des Centralschnit- 
tes ist. , 

20G. Aus dem im Artikel 204 ausgesprochenen Gesetze er- 
giebt sich, dass für jeden Punkt einer centralen Flüche 
zweiten Grades der Krümmungsradius eines Normal- 
schnittes ein Maximum und ein Minimum seines Wer- 
thes für Richtungen des Sehnittes erhält, welche der 
grossen und kleinen 'Achse des Centralschnittes pa- 
rallel sind, den eine der Tangentenchene parallele 
Ebene bestimmt. 

Man nennt diesen Maximal- und Minimalwerth die llaupt- 
krümmiingsradien für diesen Punkt und die Schnitte, zu wel- 
chen sie gehören, die Hauptschnitle der Fläche in diesem 
Punkte. 

.Man lindet für das Product dieser beiden Werllie den Ausdruck 



d. i. das Product der Ilauptkrümmungsra dien ist con- 
stant in den Punkten, für welche die Tangeiitenehene 
gleichen Abstand vom Centrum hat. 

Ihre Summe ergiebt sich 

_ a* -p ö* + c* — (.t'* -p y'* + 2'*) 

*•. ! ■ I . II » ■ — ■ I ■ ■ .1 - . 


d. h. in Punkten, welche vom Centrum gleichweit ent- 
fernt sind, ist die Summe der Ilauptkrümmungsradien 
dem Abstande der Tangentenebene vom Centrum um- 
gekehrt proportional. Beide Relationen liefern eine quadra- 
tische Gleichung zur Bestimmung der Ilauptkrümmungsradien in 
einem Punkte, 'die man in der Form 

V* 2* 

-5 + rr-^ + T = 1 

a* — pr o* — pr c‘ — pr 

darstellen kann. Für die Gleichheit ihrer Wurzeln kommt man 

zu den Kreispunkten der Fläche. Ihre Gestalt bestätigt ühcrdicss 

das Folgende. 
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Wenn man die Hauptkrümmungsradien mittelst der Halbach- 
sen der durch den betrachteten Punkt gehenden confocalen Flächen 
ausdrückt, so erhält man leicht den zuerst von Lame ausgespro- 
chenen Satz: Die sechs Hauptkrümmungshalbmesser der 
drei in einem Punkte sich schneidenden confocalen 
Flächen zweiten Grades bilden zwei Gruppen so, dass 
die Summe derProducte der Halbmesser beiderGrup- 
pen gleich Null ist.*) 

Und ebenso den von Bertrand, nach welchem für je 
ein Paar der confocalen durch einen Punkt gehenden 
Flächen die Verhältnisse der beiden Hauptkrümmungs- 
radien einer Fläche die Einheit zur Summe geben; ein 
Satz, der einen interessanten constructiven Zusammenhang der 
sechs Hauptkrümmungscentra begründet. 

Es crgicht sich aus Artikel 171. dass jeder der Haupt- 
schnitle die Normale einer der beiden durch den Punkt 
gehenden confocalen Flächen enthält. 

In Folge dessen ist der Durchschnitt einerFlächc 
zweiten Grades mit einer ihr confocalen Fläche eine 
Curve, für welche die Tangente immer eine der Haupt- 
krümmungsrichtungen der Fläche für den Berührungs- 
punkt ist. Eine solche Curve nennt man eine Krüm- 
mungslinie der Fläche. 

In dem Falle des Hyperboloids mit einer Mantelfläche ist der 
Ceiitralschnitt eine Hyperbel und die Schnitte, deren Spuren in 
der Taugentenebene den Asymptoten <Iieser Hyperbel parallel sind, 
haben unendlich grosse Krümmungsradien, d. h. sie sind, wie wir 
schon wissen, gerade Linien. Beim Hindurchgehen durch einen 
dieser Schnitte wechselt der Krümmungsradius das Zeichen, d. h. 
die Richtung der Convexität von Schnitten auf der einen Seite 


*) G. Lam^, „Le^ons sur Ics Coordonnees curvilignes et leurs di- 
verses applications“ Paris 1859. §. LXXII. Für die Theorie der con- 
foealen Flächen und allgemeiner der Orthogonalflächcusystcme ist das 
Studium dieses Werkes besonders dann zu empfehlen, wenn es sich um 
dieBedeutung dieserTheorien für die Anwendung der Mathematik auf die 
allgemeine Physik handelt. Hierher gehören besonders die Vorlesun- 
gen VII nnd VIII; von allgemeinem Interesse sind in derselben Rich- 
tung die Vorlesungen III und IV. 
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von einer dieser Linien ist derjenigen der Schnitte auf der an- 
dern Seite entgegengesetzt. 

Wenn man zu den Normalen einer Fläche zweiten 
Grades in Punkten einer Schaar von Krümmungslinien 
Parallelen durch das Centrum zieht, so entstehen zwei 
Systeme von confocalcn Kegeln; und die durch das Cen- 
trum gehenden Parallelebenen zu den Tangentenebe-- 
nen (1er Fläche in den Punkten derselben Krümmungs- 
linien umhüllen die Reciprocalkegel der ersteren. 

Der Satz des Artikels 174 kann als eine Definition der Krüm- 
niungslinien angesehen werden. Dann ergiebt sich z. B. nach dem 
im Eingang des Artikels 204 ausgesprochenen Gesetze, dass das 
Verhältniss der beiden Hauptkrümmungshalbmesser 
in jedem Punkte dem reciproken Werth des Verhält- 
nisses der Quadrate der Ilalhdurchmesser gleich ist, 
welche den entsprechenden Krümmungslinien parallel 
sind. 

Wenn man die Grösse p mittelst der Achsen der confocalen 
Flächen aiisdrückl (Artikel 173), und den analogen Ausdruck für 
den Hauptkrümmungsradius benutzt, so ergeben sich unter andern 
noch die folgenden Relationen: Das Product des Ilauptkrüm - 
mu ngshalbmessers in die dritte Potenz des Abstandes 
der Tangenteiicbene vom Centrum ist für alle Punkte 
einer Krümmungslinie von constantem Wcrlhc. 

Das Verhältniss des Hauptkrümmungshalbmessers 
in Punkten einer Krümmungslinie zur dritten Potenz 
des ihrer Tangente parallelen Halbdurchmessers ist 
constant. 

207. Die zwei Hauptkrümmungscentra sind die 1‘ole 
der Ta Ilgen lene bene in Bezug auf die beiden durch 
den Berührungspunkt gehenden confocalen Flächen. 
(Vergl. „Analyt. Geom. d. Kegelschn.“ Artikel 261.) 

Denn diese Pole liegen nach Artikel 175 in der Normale der 
Ebene und ihre Entfernungen von derselben 

•i „'2 _2 „"2 

und • (Artikel 176) 

P P 

sind die Längen der Hauptkrümmungsradien. 

Nach Artikel 176 ergeben sich daher auch die Coordinaten 
der Cenlra der beiden Hauplkrümmungskreisc, nämlich 
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X 

X 


o'*.T 

b'-^y 

c^z' 

" «2 ’ V — 6^ ’ 


d’’^x 

b"W 

c’^z 

„2 ' V — 6* ’ 

' 


Man fliidct leicht, dass für alle Punkte einer Kriimmungslinie 
das Verliältniss des Al>slandcs der Tangentenchene von ihrem in 
Bezug auf eine confocale Fhäclie genommenen Pol zu dem der Tan- 
gente der Krüiniiiungslinie parallelen Ilalhdnrchmesser constanl ist. 

208- Wenn man für jeden Punkt einer Fläche z wei- 
ten Grades die beiden Ilauptkrümmungscentra be- 
stimmt, so ist der Ort aller dieser Centra eine Fläche 
mit zwei Mänteln, welche wir als die Fläche der Cen- 
tra bezeichnen wollen. 

Um ihre Gleichung zu finden, bemerken wir, dass die Coor- 
dinaten x'. y, z den Gleichungen 

= \ = Q 

b'^ c* ’ d'd^ b'^b'^ 

genügen. Indem wir dann für x', etc. die im letzten Artikel ge- 
gebenen Werthe in Function von x, etc. und für d-, «'■' etc. 

substituieren, erhalten wir aus ihnen 

dx^ b"^tß c'*2^ 

(„2 _ Hif + [c^ — h^f ~ 

d^x^ b'^y'^ ^ 

(«2 _ A*)* (6» — A*)* (c* — A^)» “ 

Sie drücken aus, dass alle die Centra,- welche den Punkten 
einer Krümmungslinie der gegebenen Fläche entsprechen, als für 
welche h constant ist, in der üurchschnittscurve zweier Flächen 
zweiten Grades liegen. 

Da die zweite von diesen Gleichungen das Differential der 
ersten ist, so wird die Fläche zweiten Grades seihst von der Fläche 
der Contra berührt. 

Die Elimination von A'^ zwischen diesen Gleichungen liefert 
die Gleichung der Fläche der Centra. Durch folgendes Verfahren 
kann die Elimination vollzogen werden. Wenn man in die Coor- 
dinaten des Krümimingscentrums im Artikel 207 die Werthe von 
x'^, ;/*, 2 '* aus Artikel 168 einsetzt, so erhält man 

„ 2^2 («2_ 62) (,,2 _ p2) ^ „2) (j,2_ ^2) _ 6'fi6"2, 

c2j2(c2_„2)(c 2_62) ^ cV'*. 
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Nun geht für 

a’* = a* — Ä*, a"* = a* — Ar* 

die erste dieser Gleichungen in die Form 

a* a:* (a* — 6*) (a* — c*) = «* — Pa* + — -ßa* + S 

über, und die beiden andern werden in gleicher Weise in 
6*y* (fr* — a*) (fr* — c^ = b^ — Pb« + 0fr* — Pft* + S. 

(c* — a’) (c* — fr*) = c» — Pc« + 0C* — Äc* + S 
übergeführt. Sie bilden drei lineare Relationen zwischen den 
Grössen P, 0, Ä, S. Und da diese Grössen die Coellflcienten 
einer biquadratischen Gleichung sind, welche drei gleiche Wur- 
zeln hat, so sind sie durch zwei fernere Relationen vom zweiten 
und dritten Grade respeclive verbunden. Damit ist die Elimination 
auf die practisch ausfiihrbare Elimination zwischen einer cubischen 
und einer quadratischen Gleichung ziirückgefübrt. 

Die Fläche der Centra Lst vom zwölften Grade. 

209. Die Natur ihrer Durchschnitte mit den Haupt- 
ebenen ist a priori leicht zu erkennen. Denn der eine der 
Ilauptkrümmungsradien in einem Dünkte des Hauptsclmitts einer 
Fläche zweiten Grades ist der Krümmungsradius des Schnittes selbst 
und der Ort der entsprechenden Centra ist offenbar die Evolute 
dieses Schnittes. 

Der andere Krümmungsradius, welcher einem Punkte des 
Ilauptschnittes der xy entspricht, ist, wie sich aus der Formel des 
Artikel 204 ergiebt, 

t 

P 

weil c in jedem durch die Achse der z gehenden Schnitte eine 
Achse ist. Dann sind nach den Formeln des Artikel 207 die Coor- 
dinaten des entsprechenden Centrums 


d. h. sie sind die Pole der Tangente des Ilauptschnittes im Punkte 
x',y in Bezug auf den entsprechenden Focalkegelschnitt der Fläche. 
Der Ort der entsprechenden Centra ist somit die Reciproke des 
Hauptschnitts in Bezug auf den Focalkegelschnitt, d. i. 

ö*a:* fr*y* 

(a* — c*)* ~~ 

Und der Schnitt derFläche durch eine Haiiptebene, 
welcher nothwendig vom zwölften Grade ist, besteht 
Salmoii, Anal. Georo. d. Haumes. 19 
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tialior »US der Evoliilc eines Kegelschnitls, welche vom 
sechsten (irade ist, und einem di' ei rach zu zäii lenden 
Keftelschnitt, welclier eine Doppellinie der Fläche ist. 
Der Schnitt, welcher der unendlich entrernten Ehene entspricht, 
ist von derselhen Natur. 

210. Die Reciproke der Flächp der Centra ist eine 
Fläche vierten (Irades. 

Die allgemeine Theorie der Krümmung der Flächen lehrt 
leicht, dass die Tangeutenehene zu jeder der durch {x\ y, r') 
gehenden confocalen Flächen auch eine Tangenlenehene der Fläche 
der Centra ist. Die reciproken Werthe der von der Tangenten- 
ehene in den Achsen hestimmten Ahschnitle sind 




die Relation 


y 

b'-‘' 


1 = 


X ■ 


+ 


V' 


+ 

hegründet daun zwischen g. j;, f die 

(s'-' + + r-) = - «'•-) 

und die Relation 

" + : 


— 0 
C'C ' 

ll(‘lation 
t'i 

+ 




V 


+ 






X ' 




gifbt ebenso 

+ c-f- — ]) = {n^ ~ n'^) (|'^ + »/• + f-). 
und man erhält somit durch die Eliminalion von (n- — «"’) die 
Cleichung 

(f + V + n- = (I + ^ + ?) («’s’ + 1)*). 

welche die Behauplung bestätigt, indem man hemerkt, dass |, tj, f 
als Coordinateii der Reciprokainächc zu hetrachlen sind; denn 
wenn |, ?/, f die Coordinateii des in Bezug auf die Kugel 
X'^ + y' -j- :z:= 1 

genonunenen I’ols der Taugentenehene hezeichncu, so ist 
•'f'i + ’/n + I? = 1 

identisch mit der Cleichung der Tangenleuelxuic und 5, »/, f sind 
die reciproken Werthe der von der Tangeutenehene, in den Achsen 
gehildeten Abschnitte. 


*) Sie ist, wie essclieiiit, zuerst von Itooth, „Tangential-Coordin.vtes“ 
T)iihlin, lS-10 
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211. Im Ansriiliiss nn die Belrarhtung drr Kniminungslinien 
lässt sich aus der Tlicorio der conforalen Flächen eine Gruppe 
von Sätzen ahleiten, welche in anderer Weise als Jaco- 
hi’s von uns schon angerührler Salz die Gesetze von 
der Summe und Difrereuz der Radien vectoren und 
verwandle aus der Theorie der Kegelschnitte auf die 
Flächen zweiten Grades ü h e r l r a g e n •). 

Wir gehen auf die Ausdrucksweise des Artikel 168 zurück 
und stellen das confocale System ceiitrischer Flächen durch 


ar-’ 

+ 

.V 


+ 




1 = 0, 

U^ == 0. 

a* 

«'■' — 



— 

Ä -’ “■ 


+ 



+ 




1 = 0. 

ifj = 0. 


- 


a"‘ 



~k‘~ 


+ 



+ 




1=0. 

= 0, 

a'’‘ 

/#/•> 

« - — 


a * 

— 



also die einem helicbigeii Piinkle des Raumes entsprechenden Haupt- 
norinalehenen als die Tangenlcnehenen der conforalen Flächen durch 

^7775 5 + y + 5 1=0, Aij, 

^ + a"i _ A« + a"i — k'^ 

i '' + a'r jrü‘ 5-1=0. at,3. 

dar. Dann ergieht sich alshald, dass diese Ehenen nach 
Paaren, nämlich 


iV,. 


,|J, JT|J, A^2|, N.^^\ JTj, , i,jj, 

die Achsen in Punktepaareii schneiden, für welche 
das Product der vom Centrum aus gemessenen Seg- 
mente constant ist; diese Punktepaare hestimmen da- 
herin jeder Achse eine Involution, die das C entmin zu 
ihrem Centralpunkl hat, und deren Doppelpunkte da- 
her gleich weit entfernt vom Ce nt rum liegen und 
respective durch die Coordinatenwerlhc 

, hk , h ]/ k‘‘ — , 

-,= ± = 


I , 


^1 = ± 


j/«'* — A* 


*) Man vorgleicho Heitmann, „Journal f. d. r. ii.a.Matli.“ Bd.T.VI, 
p. 3-15 — 304. T. del Beccaro „Annali di Matematica“ t. II, p. .30—1.5. 

10 * 
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, hk , A - A* 

»,= ± -j.. = V-u 


hk 

*3 = ± :»!’ J/s == ± 


\/k‘- - a"^ 
A f/F 


A^ 


j/A» 


- 

bezeichnet sind. 

Belracliten wir nun die Kreispunkte der drei Fläclien P,, U^. ü^, 
so sind nach dem Früheren ihre Coordinalen 

A j/«'^ — A’^ 


für U ^ : 


0 . y = ± 


z = + 


yic^ — A* 

A p^o'' 


V- 1 


A'^ 


/A- — A'^ 


y = 0 , z = + V»"‘ - 

~ A 

, An' 

* = ±T 

z = 0 , iC = + 

— n 


y = ± y^i : 


für f/j: 


, k y a'"^ — A- / 

^ = 0. „ = ± -L^—— ^ 

z = + /iri ; 

“ j/a* — a* 

, = 0. z=±Ö!ZZJ:2H5^--i, 

h 

A tt 

a 

a- = + ; 

— Ar 

^ 

z = 0 , ;r = + — — , 

— h 


h 
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, Aj/Ä*-«'"* 

.r ^ - 0, y = + — 

- — A* 

A *rt 

a 

^ = ± V : 

. ka" 

z = Q, X — + —j^ , 

„ _ 4. y/^ — h^ yh^ — a"'* 

J-± ^ 

und nach den vorigen Formeln können die Normalen der drei 
Flächen in diesen ihren Kreispunkten durch die Gleichungen 

für 1 = 0. — 1 = 0: ij = 0. - + - — 1 = 0: 


f = 0, - + - — 1 = 0: 

V\ 


I . t 


für ü,; i = 0, - + - —1 = 0; fi=0,- + 1 = 0: 


y? *2 

f=0. - + ^ — 1 =0; 

*2 y2 


I _L f 


für fTj; 1 = 0. — 1 = 0: 2J = 0. - + i — 1 =0: 

ys *3 ^3 H 

t = 0. ^ ^ - 1 = 0 

®3 ys 


dargestellt werden, aus deren Form dann in Verbindung mit dem 
Vorhergehenden die nachfolgenden Sätze hervorgehen: 

Die beiden Haup Inormalebenen in einem beliebi- 
gen Punkte einer Fläche zweiten Grades, d. i. die Nor- 
malebenen ihrer sich in diesem Punkte schneidenden 


Krümmungscurven, bestimmen in den Achsen der 
Fläche Punktepaare einer Involution, deren Doppel- 
punkte gleichweit vom Centrum und für alle Lagen 
jenes Punktes constant sind, und die Normalen der 
Fläche in ihren Kreispunkten gehen durch diese 
Letzteren. 
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212. Dieselben Salze überlrageii sirli auf Flächen zwcilen 
Drades ohne etullich angehbares Cenli uin, indem wir ihre Gleich- 
ungen in der Form 

-F — — 4 (a; + «i) = 0. H,. 

— ^ — -F — — — 4 (a^ -f“ — ■ Ol M 2 1 

"2 + ^ «2 — ‘ 

— -F 4 (a: — « 3 ) = 0, « 3 , 

darslellen; sie liefern für die Hauptnormalebenen die Gleichungen 


I , (« 1+0 (f+«i) . («|_ — 0 ([ _ «2) J_ J _ 0. 4 /| 

fl, + öj-F «3 ' /y(«i+ «2+ ":i) ^‘(“1 + ”2+ ":i) 

l L ( «1+0 («:i — 0 . r~0 (” .a. ' tlO 5_ 1 = 0, jV 

n, — flj — «3 ~ /y («3 + «2 — «1) (”i “2^ 


(«2 + 0 («:!~0 ^ («I _0J^L+-0 f _ 1 _o_ 

Oj — O3 — «I ' /y(«3+ «I — «2) ^*{«2 “3 «i) 

und für die Ilalbierungspunkle der von ihnen paarweis in den 
Achsen der Fläche beslinimlen Segmenle respeclive 


a:, =0,1 = a-i, x^ = — «3- 

Die Goordinaleii der Kreispmikle aber sind respeclive 
y = 0 , X --21 — «I > 2 = 2 j/ 2 /(«i l ) 

z = 0 . y=2 j/2/ («I + 0 V — 1 I a; = — - («, + 2 0 : 

y=0, a;=2/— «2 - : = 2 f"2/ (/ — «2) / — 1. 

z = 0 , y = 2 j/2/ («2^^0 V — 1 I a: = - («-2 + 2/) ; 

i/ = 0 , a:= 2 / + «3 . I I = 2 l ' 2 l («3 + I) y' — 1 . 

z = 0 , y=2l/2/(«3 — l ) ,a:=2/-«3 

und die Gleidmngen der ihnen entsprechenden Normalen der Flä- 
chen werden durch 


I ± 
§ + 
4 ± 


>/2i 

F^«i — ' 

1/21 

F^«2 + ' 
y-2l 


j/ — 1 »)==«,, f = 0: 

S = <i.j, 7] = 0; 

f/ — 1 71 = ti-i. ? — 0; 
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I + y - 1 f = «„ ri = 0 -, 

]/2l 

I ± — ^ ^ >/ = — «3- ? = 0; 

yii 


• I + ^ / — 1 ? = — «3, 1J = 0 

y-2i 

ausf,'eilnifkt. Somit l.iuli'ii joiie olicn aiis^'esproclionen Sätze für 
Flächen ohne angehl)are (leiitra: Die hei den llanplnurinal- 
ehenen einer nichtcent rischen Fläche z weiten G rad es 
in einem beliebigen Punkte derselben bestimmen in 
der Achse der Fläche ein Segment, welches für alle 
Lagen jenes Punktes denselben Mittelpunkt hat, und 
dieser Letztere gehört auch den ^ormalen der Fläche 
in ihren Kreispunkten an. Der vierte harmonische Punkt 
des Bezeichnelen in Bezug auf alle diese Segmente ist offenbar 
unendlirb entfernt. 

213. .Man hat die so in den .\chsen der Fläche be.stimniteii 
festen Punkte als Focalpunkte der Fläche hezeichnct; wir wollen 
sie hier zum Unterschied von den schon untersuchten Punkten 
dieses Namens und in-Bezug auf das Folgende als Focalcentra 
benennen. Man sieht, dass je zwei in einer Achse gele- 
gene unter ihnen mit der Normale eines Punktes der 
Fläche zwei Ebenen b es t i in m e n , vv e I c b c m i t d e n II a u p t - 
normalebcnen dieses Punktes ein harmonisches Bü- 
schel bilden. Bei den nicht cenü'ischen Flächen geht ilie Ebene 
des zweiten f’ocalpunktes der Achse der Fläche parallel. 

Da die Ilauptnormalebenen eines Punktes auf ein- 
ander senkrecht sind, so halbieren sie die von den 
beiden andern Ebenen des Büschels, d. h. den von der 
Normale mit den Focalpunkten bestimmten, gebilde- 
ten Winkel. 

Die aus den Focaiccntrcn beschriebene'n Kugeln, 
welche durch die entsprechenden K r e i s p u n k t c der 
Fläche gehen, und sie offenbar in denselben berühren, 
w erden als ibreFocalkugcln und speciell als conjugiert 
bezeichnet, wenn ihre Gentra derselben Achse ange- 
hören. Die Längen d e r T a n g e n t c n , die von einem be- 
liebigen Punkte der Fläche an eine solche Kugel ge- 
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zogen werden, hal man als die Focalslrahlen des 
bezüglichen Punktes benannt. Ihre Gleichungen lassen sich 
leicht ausdrücken; sie sind für die centralen Flächen 


ü. 


.z 1 Tu T * ^**“*' j/ I 


^ 


k J/'k“^ — k'‘\ 2 a'* (a'* — A*) 


für ü, 


o'2 - A* 


(1 + *^)’+^+^ = -^'^^. 


für ü, 


_ A j/P — A*\2 
^ /A* - a"'V 

_ A — A^ 


+ ?* = 


«'"2 ( A 2 _ o '" 2 ) 

h^ — a'"^ ’ 

a’"i (Aä— a'"*) 




Für die nicht centralen Flächen existieren nur je eine, wel- 
che durch 

(I — «i)’ + n’ + = 4 («1* — P), 

(g - Oj)» -H 7,^ + ?’ = 4 (Oj» - p), 

(I + « 3 )' + 7J* + f* = 4{«3^ - P) 

dargestellt sind. 

Die Focalstrahlen von einem Punkte der Fläche sind daun 
in elliptischen Goordinaten ausgedrückt 
für ü^ 

= («" + a'y. = (j/n"^ — /P + 

1P3* = (/k-nr^i + ^A2-— '"2)*: 


Digitized by Google 



297 


für 

^2 








= («' 

+ fl'")*. 


IVTn- 

A* 

+ /Ä^ 

- fl'"* / 




w = 

(/fl'* - 

~Ä* 

+ /Ar*- 

-■«'"* /- 

für 








= (« 

+ «r . 

Z2* = 

(/fl'*- 

"Ä* 

+ /«"* 

-A*)^ 





(/«'* - 

"Ä* 

+ 

- fl"* /I 

und 

für die nicht ( 

centralen 

Flächen 

respective 



CB, 

= “3 + 

flj, Mj 

== «1 + 

«31 

®3 = 

«2 flj. 


214. Nennen wir nun die Polarebonen einesFocal- 
cenlrunis einer Fläche des confocalen Systems bezüg- 
lich der beiden andern Flächen dieses Systems die 
Directorebenen desselben, so haben wir für die Focalpunkte 
von I7j, bezüglich und 


s=±f. , = 

V\ 






i = ± 


a 


n _ (/,2. 

v= + 




‘1 


*1 ■ ■ yi 

für die von ?7j, bezüglich U^ und 


I =± 


fl'"* _ (A*— fl"'*) 

V 

~ “^2 ~ Vl 


^=+ (ÜZIO; 

z. 


s + , 


und für die von U^, bezüglich U^ und 17, 

s=±f, , = ±!ü^, t=± 

^ .1 Vs 

(fl"* — A*) 


(„'2 _ ; t 2 ) 


(A* — fl 


," 2 \ 


Für die nicht centralen Flüchen erglebt sich entsprechend 

S = — (“i + 2 ö 2), S = (2fl2 — fl,): 

^ = — K + 2fli), I = ( 2 fl 3 — fl. 2 ): 

I = — ( 2 fl, — fl,), S = — ( 2 fl 2 — flj). 


Endlich drücken sich die Abstände eines beliebigen 
Punktes [x, y, z) einer Fläche von ihren Directorebe- 
nen in elliptischen Coordinaten folgendermassen aus; für 
einen Punkt der Fläche i/j 
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P\ 


2 


r ."2 


= 


.r,' 

•> 

'/i‘ 

«"* — A- 

'•i = — T2 

*1 

(iir einen l’nnkl der Fläciic U^ 


f 

P" = l, 

n>t, 

2 

?2 = - 

W> 

r./ = - 


n'"'^ — A* 










Vi ' = 




V 7 

„ fi''* — A'^ 

'’l * = ' 2 

/ '2 

ffir einen F’nnkt der Fläche U-, 


2 

> 


„'”2 

2 . 
» 


//^ 



,l'"2 




<^2*. 



- 

f-i 




in— 

k'^ 


— 


>■ 7 "' 

— 2 


Ta' 


Pi ^ = 


- -r;! 


n "* = — y ■'• 
Pl — „ 2 Al ’ 

♦to 


'/l 


,P — /,■> 

Z2*. 

'/a"* = 

<n — A* 



«"■* — A'^ 

Za'^ 

- "2 

,n — A 2 

^ 2 

Ca — 

2"' 

*3 


A2‘ 


Za' 


Fndlieli Tür die nicht centralen Flächen entsprechend 




"1 

= W|, 

W j = 

— 

w,: 





®2 

= <Bj. 

Cö^2 

— 






«a 

= W.,, 

CO'3 = 

— 

Wa- 



Man ) 

■rhält 

daraus die fulgeiiden 

Helatiiineii 

und die 

daran 

augesclilüssenen 

Sätze 

: 






pI = 

P:' 

,n 

„'"2 

> 

* 3 i 

11 

a '5 

„'"2 

i 

pP 

0'* 

= 

, t 

9 .^ _ 

— 

- A^ 


— 

A^ 


«2 — 

A* 


,n- 

-~A'^’ 

Va'* 

J"TZ- 

A*’ 

'iP 

~ «"» — 

• A^’ 

ri^ 

,n - 

- k’'- 


«"■' — 

A^ 

r,"* 

r/'* — 

A-2 

11 

ä'-i- 

-A^’ 


a * — 

A*’ 

r.P 


■ A*’ 




Aus den einzelnen ('•rujipen endlich durch Multiplication 


"2 


— t! ’ii i\ _ 'a 


2 _ '2 _ "2 


Pj* p,'2 pj"* 


?2"* 


= 1 , etc. 
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Somit gellfii die Sätze; Für jeden Punkt einer centri- 
schen Fläche zweiten Grades ist das Vcrhältniss sei- 
ner Entfernungen von den zu einem ihrer Focalcentra 
gehörigen Dir ectorehenen (d. li. den Polarebenen des Focal- 
centrums in Bezug auf die durcli jenen Punkt gehenden confoca- 
len Flächen) dem der Achsen dieser Flächen gleich. Da 
die Krüminungslinie die Durchschnittscurven der confocalen Flä- 
chen mit der gegehenen und somit ihre Gleichungen in elliptischen 
Coordinateu z. B. für die Fläche U^ 

a" = tonst., n" = const. 

sind, so kann man das Verhältniss der Entfernung zweier 
c o n j 11 g i e r l e r F o c a 1 c e n t r a , /"j einer F 1 ä c h e P, zu der 

sie enthaltenden Achse von als die Exentricität der 
von dieser auf jener bestimmten Krümmungslinie be- 
zeichnen und hat dann den Satz: Für alle Punkte M einer 

Krümmungslinie der Fläche ist das Verhältniss des 
Focalstrahles an eine ihrer conjugierten Focalkiigeln 
F^, Fj zur Entfernung des Punktes von der zugehöri- 
gen Directorehene, d. i. der Polarehene des Centrums der 
Focalkugel in Bezug auf die durch jene Krüminungslinie gehende 
confocale Fläche, con staut und der Exentricität der 
Krümmungslinic bezüglich jener Focalcentra gleich. 

Für eine Fläche zweiten G r a <1 e s ohne endliches 
Centruni ist die Grösse dieser Entfernungen und ihre 
Bichtung dieselbe, aber sic sind von entgegengesetz- 
tem Sinn, l’nd für alle Punkte ein er K rü m in u n gslinic 
ist das Verhältniss des Focalstrahls zur Entfernung 
von der zugehörigen Directorehene der Einheit gleich. 

215. Für die drei durch einen Punkt gehenden con- 
focalen Flächen U, , f7,, und drei ihrer in derselben 
Achse gelegenen Focalcentra F^, F,, F^ mit ihren re- 
spectiven Direc torebenen 

D^-'K 2 >/”: 

ist das Product der Entfernungen des Punktes von 
dreien unter ihnen, wie 

Zlgt«), /),(•) 

dem Product seiner Entfernungen von den drei übri- 
gen gleich. 
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Die einem beliebigen I'unkle einer Fläche enUprerheu und auf 
ihre cunjiigierlen ('ocalkiigeln bezogenen Focalslrablen sind nacli 
den frrilier gegebenen (ileiduiiigcn durch folgende Formeln ausge- 
drückt: Für die Fläche U^ 

, t tf tt» , •• f' I fff 

— a , = a + a , 

— f/h^ — a'^ V^. 

1/;/ =: — j/k^ — a’i) /— 1. 

<'= -H - a^) /ITY; 

für die Fläche Z7j 

t ^ »ff tt r , nt 

<)5, = 0 — a , q)^ = a + a 

= y — d} — yh } — d"^ y — i , 
qpj" = y d’^ — 1 ? y d ^ — «"’* y — i, 

(p.^ = y a* — A* — yu^ — a''^ y — i , 

= y d'^ — A* •+• y — d"^ y — i : 

für die Fläche 

f f ft tf f , ff 

Xi = fl — fl, % i = fl + fl 

= y d'^ — — y d'^ — A* 

ly = /a'2 — A* -I- — A* 

xi = yd^ — A^ — yip^ — a"* y — i , 

Xj" = j/a* — A* -F F^A^ — a"* j/ — 1. 

Man hat daher das Theorem: Jeder Focalstrahl eines 

Punktes einer Fläclie zweiten Grades ist gleich der 
Summe oder Differenz der zugeliftrigen Halbachsen 
der Flächen, welche mit ihr confocal sind und jenen 
Punkt enthalten. Für alle Punkte einer Krümniungs- 
linie einer centrischen Fläche zweiten Grades ist die 
Summe oder die Differenz der von ihnen an zwei con- 
jugierle Focalkiigeln der Fläche gehenden Focalstrah- 
len constant und der durch die Focalcentra gehenden 
Achse der Fläche gleich, welche die Krünimungslinie 
bestimmt, Je naclidcm sie dem einen oder andern Sy- 
stem der Krüuimuugslinien angehört. I nd zwar ist spe- 
ciell für die Punkte der von einem FIlipsoid mit einem zweifachen 
Hyperboloid bestimmten Krümmungslinie 
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die DifTerenz der zu den Innern Fornlkugeln *les Ellipsoids 
gehörigen Focalslrahlen der reellen Achse des Hyperboloids, 

die Summe der zu den äussern Foralkiigeln des Ellipsoids 
gehörigen Focalslrahlcn der grossen imaginären Achse des Hyper- 
boloids gleich; 

und es ist die Summe der zu den innerii Focalkiigeln des 
Hyperboloids gehörigen Focalslrahlcn gleich der grossen Achse 
des Ellipsoids, 

und die Summe der zu den äussern Focalkugeln des Hyper- 
boloids gehörigen Focalslrahlcn gleich der mitllern Achse des 
Ellipsoids. 

Ebenso ist für die vom cinraclien Hyperboloid mit dem Ellip- 
soid bestimmte Krümmimgslinic die Summe der zu den imiern 
Focalkugeln des Ellipsoids gehörigen Focalslrahlcn gleich der 
grossen reellen Achse des Hyperboloids; etc. 

Kurz; Je zwei sich schneidende Krümnuingslinien 
einer Fläche zweiten Grades verhalten sich in Be»ug 
auf drei Paare in den Achsen symmetrisch gegen den 
Mittelpunkt gelegene reelle oder imaginäre Punkte 
ganz ähnlich, wie zwei sich schneidende confocale 
Kegelschnitte in Bezug auf ihre Brennpunkte. (Vergl. 
Artikel 196, 197, 206.) 

Und: Das Product der drei Focalstrahlen der con- 
jugierten Focalkugeln einer Fläche ist dem Product 
ihrer drei Halbachsen gleich. 

216. Zu ferneren Ergebnissen leitet uns die Vergleicbung der 
für die Tangenten der durch einen Punkt der Fläche gehenden 
Krümmungslinien geltenden Gleichungen mit den Ausdrücken der 
zu ihnen parallelen Halbdurchmesser der Flächen; denn man bat 
für die Gleichungen der Tangenten; 

^ a a" y yk'^ — o'"* a a" k 

^ - ~ ha" yT^rzn? Yk^^^ ^ «"T- 

_ k ytP — yä"^ — A* yi?—a"i 
^ h y a"^ — 1^ yk^ — a"* j/ h'^ — a'"'^ 
y k'^ — yd^ — y a'^ — /i* 

h j/k^ — a'"^ 



Digitized by Google 



302 


na" y' k‘ — //• Y k'^ — , a n" k 

~ «"/i yW~ri ah’ 

— ~ ~ y'k-^ ^n 

h y a ^ — k^ y^k^ — a""‘ y a"^ — /<* 

yW^jyYfT^li 
h Y^ "'‘ — 

n"a"' Y Y ^ _j_ fl ' " " k 

“ «'A Yk‘ — a"^ Y>^'‘ — <'"' 

A j/«'* - — Ä* ^a"* — /i'^ — n’”'* 

A ^ — «"’•* j/A^ — »’"' 

Yk"- — h^ ~/7 /a^— ~ i7^ 

A /« ' 2 — A '' 


und lindol für die Halhdurchniesser </, , rf/ von if,. welclie zu 
^1J> ^13 parallel sind, für die d.^, </./ von parallel den Taii- 
gepteii 7’,j, T’jj, und die </,, d^' von tj parallel den T^^, 

d^ = Yff ^ — ^ . 'f/ = Y " ' 

rfj = Y f‘ "‘ — ft"'^ , dj = Y fl ^ — <*”* ]f ^ — 1 ' 

d^ = Ya’-^—Y”'^^ Y~i, fi; = Y^—fn Y— i : 

also die. Helationen 



oder den Salz: P’ilr jeden Punkt einer Krünunungsliiiie 
einer cenlrischen Fläche zweiten Grades (f7, ) ist das 
Product eines Paares von Focalstrahlen conjiigierter 
F'ocalkugeln der sie hcstiininenden Fläche [ f/j) 'leni 
Quadrate des Ilalhdiirchmessers der ersten Fläche {^^) 
gleich, w elcher zu ihrer Tangente (r,j) in jenem Punkte 
parallel ist. 

Man erhält ferner für die Flächen ohne Centruni leicht die 
folgenden Sätze; 

Wenn inan ilen Mil leipunkt der Entfernung der 
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Brennpunkte der Haiiptsclinitte einer Fläche u, zum 
Anrangspunkt wälilt und die diircli die Fläche auf 
ihr hestimintc Krümmungslinie hetraclitet, so gicht die 
von jenem auf 'die Tangcntenehene von u, in einem 
beliebigen Punkte der bezeichnetcn Krüinmungslinie 
gefällte Normale mit der (Quadratwurzel seines auf ifie 
Focalkngel von h, bezüglichen Foealstrahls ein con- 
stantes Product — analog dem schönen Salze von Joachiins- 
thal*) über die Krümmiingslinien der ceiitrischen Flächen zweiten 
Grades. (Artikel 174) 

Für eine Krüminnngslinie von i/, , welche durch 
die Fläche «j bestimmt wird, ist die Normale, welche 
von einem Focalcentrum von n.^ auf die Tangenten- 
ebene von «, in einem ihrer Punkte gefällt wird zur 
(Quadratwurzel seines auf die Focalkngel von be- 
zogenen Foealstrahls in constantem Verb äl tniss. Das 
Product der auf die T a n g e n t e n e b c n e in einem Punkte 
der Fläche «3 von den Focalcentren der durch ihn 
gehenden confocalen Flächen , Mj gefällten Norma- 
len ist Consta nt. 

217. Den hier sich ergebenden Beweis und neuen Ausdruck 
des Joachim thal’schen Theorems lassen wir im Nachstehenden 
folgen. 

Die vom gemeinschaftlichen Centrnrn auf die drei Tangeiilcn- 
ebenen der confocalen Flächen in M gefällten Normalen sind 


y a'^ — h^) (a '^ — A'*) 

y [a^ — d”*) [a^ — a 
p y^^ (o — /i'‘] (f'^ — o”*} 

* ~ y{a''^ — o"^J (<r^ — 


^3 = 


d'"*) 


j/{d"- — (d'* ■ 

die von den Focalpunkten von U.^ und f/., auf die Tangentenebene 
von ff, gefällten Normalen sind 


*) Vergl. „Crcllo’s Jourmvt“ Hd. XXV'I, p. 155. Die damit, zn- 
sammenhiinguuden weiteren Untersuchungen vunMicli. Roberts, Lion- 
ville etc., werden in dem zweiten Tlieile dieses Werkes mitgethcilt. 
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“ + “ n c 

-- 7 — Ps. 


< 5 ,, = 


n -|- a 


y a^~ 


+ yh^- 

a”^ 


Pi . 



ya'^ — h^ 




ya^- 


+1 

1 

a'"2 

y-1 

Pi : 



ya'^ — k‘‘ 



1 • 


-A* 

+ ya"^- 

- A* 

p. 



yl 

["* — A* 


•* i» 


ya^ - 

-A* 

1 

c« 

1+ 

a"* 

y-i 

P , : 



y'a'^—k^ 



^ 1 ’ 


nu = 

P\ > ^21 ~ 

Vn = 

und die entsprechenden Werllie der von den Focalpnnklcn von 
Uf, auf die Tangenleiieltcne von J/j und der von den Focal- 
pnnklcn von L\ und f/j auf die Tangeiilenebene von gefällten 
Normalen sind 

_ o" + a" „ _ vpi 

<»n- - 7 -- ^ 2 - * 12 - 


p,. 


= 

Jt n , _ — + f / a"^—h^ P 

Ö 22 ^-— TT ^ 2 . * 22 - ,/ 7 ^A 2 

_ ya^-^ + y^ 

A — ' p c _ + Vh^ — a”^ y — \ „ 

•3 " yj;f^r^y-:zi *’ 

_ yk^~a"'^ + yk-^ -a"-^ „ 

■” yk‘— 7 '^ *’ 

_ qr/T' _ y^—t? + y/i'^ —a'"^ y —1 

” o'" =” j//, 2_„'''2 j/_i 3 - 


” yki—a"’^ y—1 

Ausdrücke, welche zu diesen analog sind, liefern die ferneren 
Helationen 

^n"+ ^ii” = *ii* + *ii" = Vu' + Vu"= ^21+^2" 

= *21' + *21" = V2\ + V2t" = 2 P, , 
^12'+ •’iz" = *12' + *12" = ''ii2'+’?i2"= ‘^22'+‘*22"=<'tr- = 2 Pj, 
^13' + ^13” — ‘is+ *13" = '/13' + V\3"= ^ 23 + ^2.1"= etc- = 2 P3 , 
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und 

y JiZb" — M^ii' + ^ii”) 

y<Pf'(Pl' i + 9’2 ) }^9-2 fp-z 3 (9‘-.' + 9z) 

~ i etc. 

y 9a 9s ' ^ (^3 + 9i ) 

Aus der ersten Gruppe von Werthen, denen der Normalen 
Pi und den auf die Durehuiesser der Flächen bezüglichen vorher- 
geheiiden ergiebt sich das Theorem von Joachinisthal in fol- 
gender Fassung; Für alle Punkte einer durch die Fläche 
U .2 bestimmten Krü in mungsli nie von t7, ist das Product 
der vom Centruni auf die Tangentenebene von U^ ge- 
fällten Normalen in die mittlere geometrische Pro- 
portionale der auf ein Paar conjugierte Foc.alkugeln 
von bezüglichen Focalstrahlen conslant. 

Die Werthe der von den Focalcentren auf die Tangenten- 
ebenen gelallten Normalen geben das Theorem: Für die Tan- 
gentenebenen der Fläche U^ in einem beliebigen Punkte 
einer durch Uj auf ihr bestimmten Krümmiingslinie 
ist das Verhältniss der auf sie von zwei conjugiorten 
Focalcentren der Fläche U.^ gefällten Normalen dem 
Verhältniss der von jenem Punkte ausgehenden und 
auf die entsprechenden conjugierten Focalkugeln von 
Uj bezüglichen Focalstrahlen gleich. 

Und das andere: Für die Tangentenebenen der Fläche 
V^ in Punkten einer durch die Fläche U.^ auf ihr be- 
stimmten K r ü m m u n g s 1 i n i e ist das Product der von 
einem Paare coiijii gierte r Focalcentra von I /2 auf sie 
gefällten Normalen constant. 

Die letzte Gruppe der vorigen Relationen endlicb sagt aus, dass 
bei den Tangentenebenen der Fläche Uj in den Punk- 
ten einer auf ihr durch die Fläche bestimmten Krüm-’ 
miingsiinie für die von zwei conjugierten Focalcen- 
tren der Fläche auf sie gefällten Normalen und die 
von jenen Punkten an die entsprechenden Focalkugeln 
gehenden Focalstrahlen die arithmetischen Mittel der 
Focalstrahlen und der Focal normalen den geometri- 
schen Mitteln derselben Linien proportional sind. 

Eine Quelle weiterer Sätze wird endlich die Darstellung der 

Salmun, Anal. Geom. U. nauiiie«. 20 
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Abschnitte, welche in den drei durch einen Punkt gehenden Nor- 
malen des confocalen Systems von ihm bis zu den Hauplebenen 
der Flächen, zu welcher sie gehören, enthalten sind; man findet 
sie für die Normale von U^ 


N, 




,/(„'2 _ AZ , („'2 „" 2 , („'2 

^21 


N. 


31 






für die Normale von 


— ■ ^ 2 -( 7 ' 2 ^±-A 2 ) 

j/(a"2 /|2) (u'2 u"2) (u"2 — rt'"2) 

iVjj = 


^32 


^«"2 {<n—k‘) 

j/ a"^ («'■' — a"2) (n"2. — n"' 

/(a''2^ -^2y (a2:Z.7^) 


und für die Normale von U., 


N -ffi 
•"ts — 


^"2j (,/'2_ „-2) {«'2-J.'”2) 

V __ 

{A-2-«'"2) ' 

Ar _ yZ"‘F'ls- 

(A 2 -«"' 2 ) 

und damit die Sätze: Für einen beliebigen Punkt einer 
durch die F’läclie bestimmten Krnmmungslinie der 
Fläche üf ist das V e r h ä 1 1 n i s s des zwischen ihm und 
einer Hauptebene von U 2 gelegenen Abschnittes der 
Normale zu zur mittlern geometrischen Proportio- 
nale der von ihm an ein Paar conjugierter Focalkngeln 
von f/j gehenden Focalstrahlen unveränderlich. 

Und für einen beliebigen Punkt einer durch die 
Fläclie «2 bestimmten Krümmuiigslinie einer nicht 
ccntrischen Fläche «, ist das Verhältniss des in der 
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Normale von u, his zu einer der Hauptebenen dieser 
Fläche gelegenen Absclinills zur Quadratwurzel aus 
dein auf dioFocalkugel von bezüglichen Focalstra hl 
CO ns laut. 

Ueberdiess geben die Werllie der Halbmesser der Focalkugeln, 
wie sie aus den früher gegebenen Gleichungen dieser letzteren 
hervorgehen, mit den Werthen der eben bezeichnetcn Abschnitte 
der Normalen Kelationeu, welche zu neuen Sätzen Anlass geben, 

z. B. 

^31 ^ 11 ^ K'y/W' -^21 _ VvifpJ' 

^ 22 ^ 2 ? 

denn man hat 


Ä 


ti 


” j/u^- 


R 


31 




, etc. 




Fine ganz andere Kichtuiig der Untersuchung, zusammen- 
hängend mit den Arbeiten, welche in der Note des Artikel 203 
erwähnt sind, wird wenigstens angegeben durch die 

Aufgabe. Man soll zeigen , dass durch jede Knlinniungslinie einer 
Fläclie zweiten Grades drei Uiiidrehungslläclien zweiten Grades gelegt 
werden können, deren Kotationsaclisen mit den Achsen der Fläche zu- 
sanimenrallen. 

Diess ergiebt sicli aus der Betrachtung der allgemeinen Gleichung 


U + kV=Q 


als Gleichung der die Durchschnittslinie der Flächen zweiten Grades 
V — 0, F=0 


enthaltenden Flächen zweiten Grades, wenn V und U confocal sind. 

Uder aus der Gleichung des Artikel 108. welche für die Quadrate der 
primäreii Achsen von drei confocalen Flächen die Restimmungsgleichung 

a'^ — a'* (/('^ + A* X' 4- y''^ -b z"') 

+ -f x'2 (A^ + A^) + y'*A’ + z”^h ‘ } — a-'-’A^A* = 0 

und also für ihre Wurzeln a'^, a"^, a'"^ die Helatiunen 

«'2 + o"2 ^ „'"2 ^ a-'2 + y'2 ^ .'2 + 42 ^ 

„'2 „"2 „'"2 _ 

+ a"2a'"2 4. „"'2 „'2 _ ,,2^2 + ar'2 (A* + A*) -|- »/=A* + 
liefert; durch die Elimination vnn'r«”* zwischen den beiden ei-stcn Relatio- 

20 * 
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nen erhall man direct die Cilcichung des Umdrehungsellipsoids , welches 
die Achse der x zur grossen Achse hat. 

Daraus crgiel)l sich Icicltl : .Mle Unidreliungsnäcljcn dieser Reihen, 
welche dieselbe Achse halten und den verschiedenen Krüinniungslinien 
desselben Systems entsprechen, sind den Fucalkiigeln gemeinschaftlich 
umgeschriehen, deren Centra derselben Achse angehören. 

Das Endergebniss dieser Betrachtungen ordnet die Theorie 
der confocalen Flächen und der Krüramungslinien auch in dieser 
Beziehung dein Satze des Artikel 126 unter von den Kegeiflächen 
zweiter Ordnung und den Kegelschnitten, welche die gemeinschaft- 
lichen Elemente zweier Flächen zweiten Grades enthalten. 

218. Nach dieser Untersuchung, die auf die Krnmmungslinien 
der Flächen zweiten Grades und die confocalen Systeme solcher 
Flächen so viel mehr Licht geworfen hat, wollen wir noch ein- 
mal auf Folgerungen der Artikel 172, 173, 174 zurückkoinmen, 
welche hiermit in /usamnieiihang stehen und dem Theorem von 
Ivory (Artikel 199) einen veränderten Ausdruck gehen. 

Wir denken ein von vier Krüininiingslinien einer 
Fläche zweiten Grades gehildes Vierseit, die Tangenten- 
eheiien in seinen vier Ecken und ihre senkrechten Abstände vom 
Genlrum, die vier Paare der Tangenten der in seinen Ecken sich 
schneidenden Krüinimingslinien und die zu ihnen parallelen Halb- 
durchinesser , endlich die llauptkrüminungsradicn der Fläche, wel- 
che diesen Eckpunkten entsprechen. 

Dann geben die Wcrlhe des Artikel 173 für die Normalen 
vom Cenlruin auf die Tangentenehenen zuerst das Gesetz: In 
einem Krü mm u n gsl inien vierseit ist das Product der 
Entfernungen d er Ta n ge n ten eben en in zw ei Gegen- 
ecken vom Gentrum dem Product der entsprechenden 
Entfernungen in den beiden andern Gegenecken gleich. 

Und: Die achtflalbdurchmesser eiuerFläche zweiten 
Grades, welche den Tangenten der Krümmnngslinien 
in den Ecken eines Vierseils derselben parallel sind, 
zerfallen in zwei Gruppen von je vieren so, dass das 
Product der Ilalbdu rch messe r der einen Gruppe dem 
Product der Ila Ibdurchmesser der andern Gruppe 
gleich ist. 

Ferner; Die Ouadratsummen dcrllalbdurchmesser- 
paare einer Fläche zweiten Grades, die nach den G e - 
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genecken eines Krüniniiingslinienvierseits gezogen 
werden, sind einander gleich. 

Die Entfernungen der Gegenecken eines solchen 
Vierseils von einander sind gleich gross. 

Endlich: In einem Vierseit von Krnmmungslinien 
sind die vier Hauptkrümmungsradien der einen Art, 
sowie auch die vier Hauptkrümmungsradien der an- 
dern Art in Proportion. 

Wenn man sodann zu einer Fläche zweiten Grades und den zw ei 
Paaren von confocalen Flächen, welche mit ihr ein Krümmungs- 
linienvierseil bestimmen , eine sechste confocale Fläche hinziidenkt, 
welche mit der ersten von derselben Art ist, so entsteht ein 
Parallelepiped, dessen Gegenflächen confocale Flä- 
chen zweiten Grades und dessen Kanten Krümmungs- 
linien derselben sind. 

Die IJebertragung der vorigen Sätze auf dieses System liefert 
alsdann die beiden Sätze: 

Die Quadratsummen von je zwei nach Gegenecken 
dieses Parallclepipeds gezogenen Ha Ibdurchmcssern 
sind einander gieich. 

Die Paare der Gegenecken sind von einander gleich - 
weit entfernt. Man erkennt in dem Letzteren das im Artikel 
199 schon bewiesene Theorem von Ivory wieder.*) 


*) Für andere daran sich anscliliessende Relationen vergleiche man: 
Otto Böklen, „Analytische Ueometrie des Raumes“ p. 104 f. 
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IX. Kapitel. 

Kegel und sphärische Kegelschnitte. 


219. Wenn ein Kegel — gleichviel von welchem Grade — 
von einer Kugel ilurchschnilten wird , welche seinen Scheilel zum 
Gentruni hat, so wird olTenhar der von irgend zwei Seilen des 
Kegels gehildete Winkel von dem die enl$|)rechenden Punkte der 
Kugel verbindenden Bogen eines grössten Kugelkreises gemessen. 

Ist der Kegel vom zweiten Grade, so wird die Durchschnilts- 
curve als ein sphärischer Kegelschnitt hezeiclmet. Die 
Analogie vieler Eigenschaften der Kegel zweiten Grades mit ent- 
sprechenden Eigenschaften der Kegelschnitte tritt dadurch deut- 
licher hervor, dass man jene als Eigenschaften sphärischer Kegel- 
schnitte aulTasst.*) 

Genau gesprochen ist die Durchscbniltslinie eines Kegels vom 

Grade mit einer Kugel eine Curve 2«'"" Grades, aber wenn 
der Kegel mit der Kugel concentrisch ist, so kann diese Curve 
auf unendlich vielen Wegen in zwei symmetrische und gleiche 
Theile zerlegt werden, von denen jeder als einer Curve n'™ Gra- 
des analog helrachlel werden kann. 

Denn jedem in einer Halbkugel liegenden Punkte der Durch- 
schiiiltscurve entspricht ein diametral entgegengesetzter Durch- 
schniltspunkl in der andern Halbkugel und somit jedem Curven- 
zweig in der einen ein vollkommen symmetrischer in der andern. 


•) Man vergleiche mit dieser Darstellung das Me'moir von Chaslos 
über die spbUrischen Kegelschnitte (,,Me'm. publi^s par I'acaddmie royale 
des Sciences etc. en Belgiqne“ t. VI.), oder dessen vortreffliche Ueber- 
setzung ins Englische von Graves, Dublin 1837. 
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Dieser mehrfachen Möglichkeit der Theilung ent- 
spricht cs, dass wir einen sphärischen Kegelschnitt 
ebensuwohl als ein Analogon einer Ellipse als einer 
Hyperbel betrachten können. Der Kegel zweiten Grades 
schneidet die concentrische Kugel in zwei gleichen einander dia- 
metral entgegengesetzten geschlossenen Curven. Eine der Haupt- 
ebenen des Kegels schneidet keine von beiden Curven und die 
Betrachtung der Halbkugeln, in welche durch sie die Kugel zer- 
fällt, zeigt uns die Curve als eine geschlossene und der Ellipse 
analog. Für die den Hauptebenen des Kegels, welche die Cur- 
ven schneiden, entsprechenden Halbkugeln erscheint aber die 
Durchdringung als eine aus zwei entgegengesetzten Zweigen be- 
stehende Curve, analog einer Hyperbel. 

Die Durchschnittscurve einer beliebigen Fläche zweiten Gra- 
des mit einer concentrisehen Kugel ist ofl'cnbar ein sphärischer 
Kegelschnitt. 

220. .Man hat die sphärischen Curven vermittelst sphäri- 
scher Coordinatensysterae untersucht, welche nach Analogie 
des Systems von Cartesius gebildet sind. Man wählte zwei sich 
rechtwinklig durchschneidende grösste Kreise OX und 0 Y als 
Coordinatenachsen und fällte von einem beliebigen Punkte der 
Kugel P Normalen PM, PN auf dieselben; da diese Normalen 
nicht, wie bei Cartesisclien Coordinaten in der Ebene, den ihnen 
gegenüberliegenden Seiten des Vierecks OM PN gleich sind, so 
ist es von unterscheidendem Einllusse in der Ausführung des sphä- 
rischen Coordinatensystems, ob wir die Normalen PM, PN selbst 
oder die von ihnen in den Achsen gebildeten Abschnitte OM, ON 
als Coordinaten ansehen. 

Gud ermann hat in seiner Abhandlung über die Sphärik*) 
die Tangenten der Abschnitte OM, ON als Coordinaten gewählt. 

Wenn man die Tangentenebene der Kugel im Punkte 0 be- 
trachtet und die Schnittpunkte m, n, p der geraden Verbindungs- 
linien des Centrums und der Punkte M, N, P mit dieser Ebene 
bestimmt, so sind Om, On die Cartesischen Coordinaten des 
Punktes p und zugleich die Tangenten der Bogen OM, ON. Da- 


*) Vcrgl. „Crello’s Journal“ Bd. VI, p. 240. Man 6ndet eine 
klare Darstellung dieses Systems auch in der Uebersetzung des Md- 
moirs von Cb aste s durch Graves, die wir schon anführten. 
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her ist die ('•leirliiing einer sphärrachen Curve in dem Coordinalen- 
system von Gudermann in der Thal nur die Gleichung der 
ebenen Curve nach Cartesischen Coordinalen, in welcher der 
aus dem Centrum der Kugel über der sphärischen Curve bcschrie- 
heiie Kegel von der Tangenteneltcne des Anfangspunktes 0 ge- 
schnitten wird. 

lind wenn wir die sinus der Normalen PM, PN als Coordi- 
naten wählen, so erhellt in derselben Art, dass die Gleichung 
einer sphärischen Curve in solchen Coordinaten mit der Gleichung 
der Orthogonalprojection dieser Curve auf eine der Tangenten- 
ehenc im Punkte 0 parallele Ebene übereinstimml. 

Uns scheint es jedoch, dass die Eigenschaften sphäri- 
scher Curven einfacher und direrter als aus den Gleichungen 
irgend welcher ebener Curven, in die sie projicierl werden kön- 
nen, aus den Gleichungen der Kegel hervorgehen, welche 
sic mit dem Ceiitruni verbinden. Wir nehmen damit die 
in den Artikeln 32 — 36 gegebenen Entwickelungen einfach wie- 
der auf und übertragen sie auf die Kugelfläche. 

221. Wenn die Coord inaten irgend eines Punktes P 
der Kugel in die Gleichung einer durch das als An- 
fangspunkt der Coordinaten gedachte Centrum gehen- 
den Ebene substituiert werden, welche die Kugel in 
einem grössten Kreise AB schneidet, so bezeichnet 
das Resultat dieser Substitution die Länge der von P 
auf diese Ebene gefällten Normalen oder den sinus 
des sphärischen Bogens, der durch P normal zu dem 
grössten Kreise AB gelegt ist. 

Mit Hilfe dieses Princips können die Gleichungen 
von Kegeln in einer Art, welche genau der Interpre- 
tationsmethode für die Gleichungen ebener Curven 
entspricht, als Ausdrucksformen für Eigenschaften 
sphärischer Curven interpretiert werden. 

Wenn nämlich nun 

« = 0, ß == 0 

die Gleichungen zweier durch das Centruni gehenden Ebenen be- 
zeichnen, Gleichungen, die man auch als diejenigen der durch 
sie in der Kugel bestimmten grössten Kreise bezeichnen kann, 
so repräsentiert 

a — k ß 0 
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einen gr5ssten Kreis, fnr welclien die sinus der Normalen, die 
inan von einem beliebigen unter seinen Punkten auf die grössten 
Kreise 

« = 0 , ^ = 0 

fällen kann, in einem ronstanten Verliällniss stehen, d. i. einen 
grössten Kreis, dessen Ebene rien von jenen beiden Ebenen ge- 
bildeten Winkel in zwei Theilc zerlegt, deren sinus in eben dem- 
selben Verhältnisse sind. 

Es bezeichnen ferner 

a — kß = 0, a — k’ß = 0 

Bogen, die mit 

a = 0, ß ~ 0 

ein Büschel von dem Do|ipelschnittverbältniss 

k 

k' 

bilden, und speciell 

« — kß = 0. a kß = 0 
Bogen, welche mit jenen ein harmonisches Büschel bestimmen. 

Es ist zu bemerken, dass für A' als den Mittelpunkt eines 
Bogens AB der vierte harmonische Punkt B' zu A\ A und B 
ein von A' um 90® entfernter Punkt ist. Denn wenn wir diese 
Punkte mit dem Cenlrum 6’ verbinden, so ist CA' die innere und 
daher nothwendig CB' die äussere Halbierungslinie des Winkels 
ACB. 

Wenn umgekehrt zwei entsprechende Punkte eines harmoni- 
schen Systems von einander um 90® entfernt sind, so ist jeder 
von ihnen gleich entfernt von den beiden andern Punkten des ' 
Systems. 

Endlich mag hier erwähnt sein, dass für x', y, z als die 
Coordinaten irgend eines Punktes der Kugel die Gleichung 
XX -f- yy + zz' == 0 

den grössten Kreis darstellt, der jenen Punkt zum Pol bat, weil 
sie die Gleichung der durch das Centrum gehenden Normaiebene 
zur geraden Verbindungslinie jenes Punktes mit dem Centrum ist. 

222. Nach dem Vorigen können wir die bei ebenen Dreiecken 
angewendete Methode*) direct auf sphärische Dreiecke übertragen. 


•) Vergl. „Analyt. Geom. d. Kegelschnitte“ Artikel 56 f. 
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Wenn also 

« = 0, (3 = 0. y = 0 
die drei Seiten eines Dreiecks bezcidincn, so sind 
la = mß = ny 

die r.leieliungen von drei sich in einem Punkte schneidenden Li- 
nien, die von den Eckpunkten des Dreiecks aiisgehen, und 
mß -|- ny — /« = 0, ny la — mß = 0, 1« + mß — ny = 0 
die Gleichungen der Seilen des neuen Dreiecks, welches durch 
die Verhiridungsliuimi der DurchschnitLspunkle dieser Geraden mit 
den rcspectiven Gegenseiten des gegeheiien Dreiecks entstellt: 
endlich 

la -f mß -f- ny = 0 

die Gleichung der geraden Linie, «eiche die Durclischniltspiinkle 
entsprechender Seiten dieser beiden Dreiecke mit einander ver- 
bindet. 

Die Gleichungen 

ff = (3 = y 

repräsentieren die drei Halbierungslinien der Winkel des Dreiecks, 
und wenn .4, B, C diese Winkel selbst bezeichnen, so ist leicht 
zu erkennen, dass wie bei ebenen Dreiecken 

a cos A — ß cos B z= y cos C 
die drei Höben des Dreiecks ausdrücken. 

Es bleibt ferner wahr, dass, wenn die Normalen von den 
Ecken eines ersten Dreiecks auf die Seiten eines zweiten sich in 
einem Punkte schneiden , auch die Normalen von den Ecken des 
zweiten auf die Seilen des ersten durch einen Punkt gehen — 
ganz wie bei ebenen Dreiecken. 

Die drei durch die gegenfiberliegenden Ecken gehenden Hal- 
bierungslinien der Seiten sind ausgedrückl durch 
« sin ^ sin 5 = y sin C. 

Der Dogen 

or sin .4 -f- (3 sin J? -f y sin C = 0 
geht durch die drei Punkte der Seilen des Dreiecks, in denen, 
jede durch die gemeinschaftliche Halbierungslinie der beiden an- 
dern Seiten geschnillen wird, d. i. durch diejenigen Punkte der 
Seiten, von denen jeder um 90® von der Milte seiner Seile ent- 
fernt ist; denn 

a sin .4 (3 sin 5 = 0 
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schneidet 

y = 0 

in zwei l’unklen, welclie in Bezug auf ihre Durchschnitlspunkte 
mit den Linien 

a == 0. /S = 0 

harmonisch conjugiert sind, und da der eine von beiden der 
Mittelpunkt jener Strecke ist, so ist der andere nacli Artikel 221 
uni 90® von ihm entfernt. 

Ans dem Gesagten folgt, dass der Durchschnittspunkt von 
K sin ^ + jS sin ß + y sin C = 0 
mit irgend einer Seile des Dreiecks der Pol des zu dieser Seile nor- 
malen und ihren Mittelpunkt enthaltenden grössten Kreises ist, und 
dass der Durchschnittspunkt der drei Normalen dieser Art, d.h. das 
Cenlrum des umgeschriehenen Kreises, der Pol des grössten Kreises 
a sin A + ß sin .P + y sin C = 0 
ist. 

223. Die Bedingung, unter welcher zwei grösste Kreise 
ax by + cz = 0 , ax + b'y + cz = 0 

rechtwinklig zu einander sind, ist oifenbar 
aa -j- bb' -p ec' = 0: 

lind die Substitution der Werlhe von a, ß, y in Function der 
X, y, z liefert die analoge Bedingung für die durch 

aa + bß cy = 0, au -p b'ß + cy = 0 
dargeslelllen grössten Kreise in der ganz der planirnelrischen ent- 
sprechenden Form 

aa'-\-bb'-{-cc — (öc'-pft'c)cos./< — (cn'-pc'a) cosP — (oö'-pn'ft)cosC=0. 

In analoger Weise findet iiiaii den sinus des durch einen ge- 
gebenen Punkt gehenden und zu dem Bogen 
a« -p 6/3 -p cy = 0 

normalen Bogens , indem man die Coordinaten des Punktes in die 
linke Seile dieser Gleichung einsetzl und das Substitiitionsresultat 
durch die Quadratwurzel von 

-p 6’ -p c* — 2 6c cos A — 2 ca cos P — 2 ab cos C 
dividiert. (Vergl. a. a. 0. Artikel 64, Anfgabe 9, 7.) 

224. Den vorigen Zurückw eisungen auf das ebene Dreieck oder 
die dreiseitige Ecke schliesscn wir im Uebergange zu Gleichungen 
zweiten Grades eine solche an auf die Entwickelungen des Arti- 
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kel 110 fiher die auf derselben tiyperboloidisrben Fläche liegen- 
den lieraden des Tetraeders. Wenn inan dnreli das Cenirnni 
einer Kugel zu den vier Höhen des Tetraeders und den vier Er- 
zeugenden desselben Hyperboloids von dem zweiten Systeme Paral- 
lelen gezogen denkt, .so bestimmen dieselben acht Punkte eines 
sphärische II Kegelschnitts, und zwar sind die der vier ersten 
die Pole der vier Seiten eines sphärischen Vierecks 
und die der vier Letztem die Hühendurchschnittspunkte 
der vier aus den Seiten desselben gebildeten sphäri- 
schen Dreiecke. 

Für das ebene Viereck, als auf einer Kugel von unendlich 
grossem Halbniesscr gelegen, verschwinden die Pole der vier 
Seiten in der unendlich entfernten (leraden und die vier Höhen- 
durchschnittspunkte liegen daher auf einer zweiten Geraden. 

Wir betrachten dann zuerst die Gleichung 

ay = 

ebenso wohl als Gleichung eines Kegels vom zweiten Grade, für 
welchen die Ebenen 

n = 0, y = 0 
Tangentenebenen sind, während die Ebene 

(3 = 0 

beide Berührungsseiten derselben enthält, wie als Gleichung eines 
sphärischen Kegelschnitts, für den die Bogen 
« = 0, y = 0 
Tangenten und der Bogen 

^ = 0 

die zugehörige Berührungssehne bezeichnen. Die Gleichung sagt 
offenbar aus, dass das Product der sinus der Normalen, 
welche von einem beliebigen Punkte des sphärischen 
Kegelschnitts auf zwei seiner Tangentenbogen gefällt 
werden, zu dem Quadrat des sinus der von demselben 
Punkte auf den Berührungsbogen gefällten Normale 
in constantem V'erhältniss steht. 

Ebenso drückt die Gleichung 

ory = kßS 

aus, dass das Product der sinus der von einem Punkte 
eines sphärischen Kegelschnitts auf zwei Gegenseiten 
eines ihm eingeschriebenen Vierecks gefällten Nor- 
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malen zu dem Productc der sinus der von ihm auf die 
beiden andern Gegenseiten desselben gefällten Nor- 
malen in einem constanten Verhältniss stellt, l’nd 
man leitet aus dieser Eigenschaft ganz ebenso wie in der Theorie 
der Kegelschnitte das Gesetz von der (i leie h heit der Doppcl- 
schnittverhältnisse der Strahlcnbüschel ah, welche 
vier feste Punkte eines sphärischen Kegelschnitts mit 
irgend einem fünften Punkte desselben verbinden; 
ebenso natürlich auch übertragen- sich die Beweise einer gros,sen 
Zahl anderer hiermit verbundener Theorem von den ebenen auf 
die sphärischen Kegelschnitte. (Vergl. a. a.O. Kapitel XI\’. und W’l.) 

225. Wenn 

a = 0, (S = 0 

die Ebenen der Kreisschnitte oder die cyclischen Ebenen eines 
Kegels darstellen, so ist nach Artikel 99 die Gleichung desselben 
von der Form 

-f- 2^ = Icaß, 

und die Anwendung der vorigen Interpretation auf dieselbe zeigt, 
«lass d a s P r 0 d u c t der sinus der von irgend e i n e in P u n k t e 
eines spbärisclien Kegelschnitts auf seine cyclischen 
Bogen gefällten Normalen einen constanten Werth hat. 
Oder: Wenn die Basis eines sphärischen Dreiecks und das Pro- 
duct der Cosinus seiner Seiten bekannt sind, so ist der Ort sei 
ner Spitze ein sphärischer Kegelschnitt, welcher diejenigen gröss- 
ten Kreise’ zu seinen cyclischen Bogen bat, deren Pole liiit den 
Endpnnkten der gegebenen Basis zusaminenfallen. 

Die Form der Gleichung zeigt überdie.ss, dass die cycli- 
schen Bogen sphärischer Kegelschnitte den Asympto- 
ten der ebenen Kegelschnitte entsprechen. 

Aus jeder Eigenschaft eines .sphärischen Kegel- 
schnitts ergiebt sich eine andere durch die Betrach- 
tung des sphärischen Kegelschnitts, welcher dem B e - 
ciprocalkegel des gegebenen Kegels entspricht. So 
ward ini Artikel 141 bewiesen, dass die cyclischen Ebenen eines 
Kegels zu den Focallinien des Beciprocalkegels normal sind. Wenn 
wir daher die Punkte, iu denen die Focallinien des 
Kegels die Kugel .schneiden, die Brennpiinktc des 
sphärischen Kegelschnitts nennen, so ergiebt sich 
aus der iu diesem Artikel bewiesenen Eigenschaft die 
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andere, dass das Producl der sinus-der Normalen, die 
von den beiden Brennpunkten auf irgend eine Tan- 
gente eines sphärischen Kegelschnitts gefällt wer- 
den, von constantem Werthe ist. 

226. Wenn irgend ein grösster Kreis einen sphä- 
rischen Kegelschnitt in den Punkten P, Q und die 
cyclischen Bogen desselben in den Punkten .4, ^schnei- 
det, so ist 

AP — BQ. 

Diese EigenschaR sphärischer Kegelschnitte ergiebl sich auf 
demselben Wege aus dein im letzten Artikel Bewiesenen, wie die 
entsprechende Eigenschaft der ebenen Hyperbel bewiesen ist. (Vergl. 
a. a. 0. Artikel 199.) Das Verhältniss der sinus der von P und Q auf 

a = 0 

gefällten Normalen ist dem Verhältniss der sinus-der Normalen 
gleich, welche von Q und P auf 

^ = Ü 

gefällt werden ; und da jene ersleren Normalen in dem Verhältniss 
sin AP : sin AQ 
zu einander stehen, so ist 

sin AP : sin AQ = sin BQ : sin BP, 
woraus leicht die (Gleichheit 

AP = BQ 

erkannt wird. 

Es entspricht dieser Eigenschaft ferner die reciproke, dass 
die zwei von irgend einem Punkte an einen sphäri- 
schen Kegelschnitt gezogenen Tangenten mit denje- 
nigen Bogen gleiche Winkel einschliessen, welche die- 
sen Punkt mit den beiden Brennpunkten 'desselben 
verbinden. 

227. Es ist ein specieller FaH des im Artikel 218 gegebenen 
Theorems, dass der zwischen den beiden cyclischen 
Bogen eines sphä risch e n K egel sch nitts liegende Theil 
einer Tangente desselben von der Berührungssehne 
halbiert wird. 

Man kann diesen Satz auch mittelst der Methode des Unend- 
lichkleinen ans dein des Artikel 22.') entwickeln, oder ihn end- 
lich direct aus der Form der ('■leichiing der Tangente 
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2 (xx + uy + *0 — (o'ß + »^) 

ableiten. Denn difse Form zeigt, dass die Tangente in irgend 
einem Funkte eonslniierl wird , indem man diesen Funkt mit dem 
Durchschnitt seiner nacli Artikel 221 durch 

XX + ytj -F = 0 

dargestellteii Folarc mit der Geraden 

aß + ajS' = 0 

verbindet, welche letztere Linie die vierte Ilarmonikale zu den 
cyclischen Hogen 

0 = 0, |S = 0 

und dem nach ihrem Durchschnitt vom gegebenen Funkte aus 
gezogenen ist. Da nun der gegebene Funkt von dem ihm harmo- 
nisch conjiigierten in Bezug auf die beiden Diirchschnittspunkte 
seiner Tangente mit ilen cyclischen Bogen des Kegelschnitts um 
90“ absteht, so ist er von diesen Funkten selbst gleicluveit ent- 
fernt. (Artikel 221.) 

Nach dem Gesetze der Bcciprocität entspricht dem soeben 
erörterten Satze der andere, dass die Verbindungslinie 
eines l’unkics eines sphärischen Kegelschnitts mit 
den beiden Brennpunkten desselben gleiche Winkel 
mit der Tangente des Funktes eiiischliessen. 

228- Aus dem Umstande, dass der in einer beliebigen Tan- 
gellte durch die cyclischen Bogen bestimmte Abschnitt im Be- 
rührungspunkte halbiert wird, kann durch die Methode des l'ii- 
endlichkleiiicn (vergl. a. a. 0. Kapitel Xlli) direct erkaunt werden, 
dass jede Tangente eines sphärischen Kegelschnitts 
mit den cyclischen Bogen ein Dreieck von constaiitem 
Inhalt bildet, oder ein Dreieck, für welches die Summe 
d e r B a s i s w i n k e I u ii v e r ä n d erlich i s t. Man erkennt dieselbe 
Wahrheit trigonometrisch daraus, dass das Frodiict der siiius der 
auf die cyclischen Bogcii gefällten Normalen coiistant ist. Demi 
wenn wir den Ahschnitt der Tangente c und die von ihr mit den 
cyclischen Bogen gebildeten Winkel A und />’ neonen , so sind die 
sinus der Normalen auf a und ß respectire 

sin c sin A, sin ^ c .sin B\ 

und für das Dreieck von der Basis c und den aiiliegemlen Win- 
keln A und B giebt die sphärische Trigonometrie 
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sin- 4 c sin sin 5 = — cos S cos {S — Cj, 
und da C bekannl ist, so ist aucli S, die halbe Summe der Win- 
kel, bekannt. 

Uas Gesetz der Reciprocität crgiebt dann weiter, dass die 
Summe der Rogen con staut ist, welche die Brenn- 
punkte mit einem beliebigen [‘unkte des sphärischen 
Kegelschnitts verbinden. 

itiess Krgebniss kann überdiess durch die Methode des Un- 
endlicbkleinen aus dem Satze abgeleitet werden, nach welchem 
die Focalstrablen des Berührungspunktes mit der Tangente gleiche 
Winkel bilden.*) 

229. Wir können umgekehrt den Ort eines 1‘unktes auf 
der Kugeiriäcbe bcsliinnien, für welchen die Summe sei- 
ner Kntfernungen von zwei festen l’unkten derKugel- 
n äclie c Oll st an t ist. 

Die Gleichung 

COS {q -F p') — cos a 

kann in der Form 

cos^ p -j- cos^ p' — 2 cos p cos p' cos a = sin^ a 
geschrieben werden. Wenn daher 

« == 0 , ß = 0 

die Kbeiieii bezeichnen, welche die l*olarebenen der zwei gege- 
benen ['linkte sind, so ist wegen 

a = cos p 


*) Man kann hierbei besonder« deutlich »elien, dass rin sphärischer 
Kcf'elschnitt ebenso wobt als Kllipse, wie als Hyperbel betrachtet wer- 
den kann. Jede der Focallinien schneidet die Kugel in awei diametral 
entgegengesetzten Punkten. Wenn wir dann zwei von ihnen als Brenn- 
punkte wühlen, welche in einer und derselben von ilcn geschlossenen 
Curven liegen, welche der Kegel mit der Kugel bestimmt, so ist die 
Sninnie der Focaldistanzcn constant. Wenn wir aber für eine der Fo- 
caldistanzen >’/’ die auf den diametral entgegengesetzten Punkt be- 
zügliche cinführen, so ist wegen 

t'f ISO" - /■'P 

die Hiffercnz der Focaldistanzcn constant. 

W’ir erkennen in derselben .\rt, dass eine veränderliche Tangente 
mit den cyclischen Bogen Winkel bildet, deren Differenz constant ist, 
wenn wir für einen der im Anfänge dieses Artikels betrachteten Win- 
kel sein Supplement einführen. 
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die Gleicliuiig. des Ortes 

— 2 oß cos a = sin* ti (.r* + y* i*). 

Un<l um zu beweisen, dass die Ebenen 

a = 0, |3 = 0 

zu den Focallinien dieses Kegels normal sind, bat man nur zu 
zeigen , dass die zu einer von diesen Elienen parallelen Sebnitte 
in der Normallinie zu ihr einen Brennpunkt haben. Sind also 
n' = 0, «" =: 0 

zwei Ebenen, welche normal zu einander und zur El)cne 

« = 0 

sind, also durch die Linie bindiircbgchcn, deren Charaeter als 
Focallinie wir naclnveisen wollen, so ist wegen 

a;* + y* + 2* = o* + «'* + o"* 
die Gleichung des Ortes 

sin* a {«'* + o"*) — (ß — « cos n)*. 

Wenn dieser Ort dann durch eine zu 
« = 0 

parallele Ebene ge.schnitten wird, so ist durch 

«'* + «"* 

das Quadrat der Entfernung eines Punktes dieses Schnittes vom 
Durchschnitt von 

a = 0 . «" = 0 

ausgedrückt, und wir sehen, dass diese Entfernung zu derjenigen 
Entfernung in einem constanten Verhältniss sieht, in welcher er 
von der Durclischniltslinie derselben Ebene mit 
ß — a cos « = 0 

ist. Diese Linie ist daher die Directrix des Schnittes für den 
Punkt («', tt") als Brennpunkt. 

Wir erkennen so auch, dass die allgemeine Gleichung eines 
Kegels, welcher die Linie a:y zur Focallinie hat, von der Form 
at* + y* = (ax + l»y + cz)* 

ist; und folgern daraus sodann, dass der sinus der Entfer- 
nung eines Punktes eines sphärischen Kegelschnitts 
vom Brennpunkte zu dem sinus der Entfernung des- 
selben Punktes von einem gewissen Dircctrix-Bogcn 
in constanlcm Verhältniss ist. 

Salmon, Anal. Geom. d. Haucn<'s. 21 
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230. I r g r II (1 zwei v e r ä ii d e r I i c li e T n n g e n l e n s c h n e i - 
den die eyclisclien Bogen in vier l'nnkten, welrlie in 
einem Kreise liegen. 

Denn wenn die Gleiclinngen 

Z = 0, .V = 0, Ä = 0 

zwei Tangenten und ihre Bcrfihriingsseline re|)räsentieren, so ist 

LM = Z» 

die Gleirliung des spliäriselien Kegelsi hniUs. Da sie alter mit 
aß = x'‘ + y* + I* 
idenliscli sein muss, so ist 

aß — LM 
mit 

o:* + y* + 

idenliscli; und wrdirend die letztere Grösse, gleich Null gesetzt, 
einen kleinen Kreis darstellt, welcher mit der Bertihrungssehne 
R denselhen Pol hat, so zeigt die Form 
aß — LM = 0, 

dass dieser Kreis dem Vierseil aßLM umschriehen ist. 

Die Beciproeiläl ergieht, dass die Foca I st rah len zw eier 
Punkte eines sphärischen Kegelschnitts ein sphäri- 
sches Viereck liilden, welches einem kleinen Kiigel- 
kreis umgcschriehen ist. 

Aus dieser Eigeiischaft kann dann mittelst der Bemerkung, 
dass die Summe oder DilTerenz zweier Gegenseiten in einem sol- 
chen Viereck der Summe oder Differenz der heiden andern Gegen- 
seiten desselben gleich ist, der Salz abgeleitet werden, dass die 
Summe oder Differenz der B r e n n p ii n k t $ d i s l a n z e n für 
die Punkte einer sphärischen Ellipse conslant ist. 

231. Am den soeben für Kegel bewiesenen Eigenschaften 
können ferner Eigenschaften abgeleitet werden, welche allen 
Flächen zweiten Grades angehören. Z. B.: 

Das Product der sinns der Winkel, die eine Er- 
zeugende eines II v|i erb oloids mit den Ebenen der Kreis- 
schniltc bildet, ist conslant. 

Denn unter den Erzeugenden des Asymptotenkegels ist eine 
zu der betrachteten Erzeugenden des Hyperboloids parallel und 
die Kreisschnille dieses Kegels sind dieselben wie die des Hyper- 
boloids. 
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Da ferner die Focallinien des Asymptotenkegcls die Asyinplo- 
ten der Focalliyperbel sind, so folfjl ans Artikel 22S, dass die 
Summe oder Differenz der Winkel constanl ist. welrlie 
eine Erzeugende des Hypcrholoids mit den Asympto- 
ten der Focalliyperbel cinscbliesst. 

Ferner, wenn ffir einen Ccnlralschiiitt einer Fläclie 
zweiten Grades eine der Ac.lisen gegeben ist, so ist 
damit die Summe oder Differenz der Winkel gegeben, 
welche seine Ebene mit den Ebenen der Kreisschnilte 
cinscbliesst. 

Denn nacb Artikel 98 berfibrt die Ebene eines CentralsrIniitLs 
von gegebener Aebse einen mit der gegebenen Flärbe concycli- 
seben Kegel und das eben an.sges|>rocbene Tbeorem ist daher eine 
Folge von Artikel 228- 

Wir erhalten aber für die Summe oder Differenz dieser Win- 
kel einen Ausdruck in Fimeliou der gegebenen Achse, indem wir 
den durch ihre grösste und kleinste Achse gebenden llauptsclmitt 
der Flärbe betracblcn. Wir erhalten die cyclischen Ebenen, wenn 
wir in denselben die llalbdurcbmesser Oft, OH' einiragen, deren 
Eängen der mittleren Halbachse h gleich sind. Die durch diese 
Einien und normal zur Ebene der Figur gelegten Ebenen sind die 
cyclischen Ebenen. 

Für irgend einen llalbdurcbmesser n. der 3- 

mit OC den Winkel « einscbliessl, gilt dann 
die Kelation 

1 cos* fit sin* tt 

fl'* c* 

Nun ist der Halbdnrcbmesser a olfenbar eine Achse desje- 
nigen Schnittes, welcher durch ihn normal zur Ebene der Figur 
gelegt wird, und u ist, so lange a > b ist, die halbe Summe 
der Winkel BOA und b O.l', welche die Ebene des Schnittes 
mit den cyclischen Ebenen bildet; es ist dagegen für n' < b. 
weil alsdann OA' zwischen den Linien OB und OB' gelegen ist. 
die halbe Differenz derselben W’inkel. Und diese Summe oder 
Differenz ist für alle Schnitte von derselben Achse dieselbe. Sinil 
daher a', b' die Achsen eines Centralschiiittes und 9, 6' die Win- 
kel, welche er mit den cyclischen Ebenen einscbliessl, so ha- 
ben wir 

21 * 
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1 4 — 9') 

// * C'* «* 

1 cos* ^ (9 +‘9') sin* ^ (5 + 9’) 
a * c* « 

Diircli SiilUrnctiuii entspringt darnus 

/;* - = (;i - i) ^in « 

il. Ii. die Differenz der tjuadralc der reciproken W’er- 
tlie der Aelisen eines Ccntralsclinittes ist dem l‘ro- 
diir.t der sinus der Winkel proportional, welche seine 
Ehe ne mit den cyclischen Ebenen der Fläche ein- 
schliesst. 

232. Wir sahen ini Artikel 226, dass für zwei sphäri- 
sche Kegelschnitle von denselhen cyclischen Dogen 
der in einer Tangente des einen vom andern bestimmte Ahschnilt 
im Herührungspnnkle halbiert wird, und erkennen daraus durch 
die Methode des llneiidlichkleinen , dass die Tangenten des 
einen im andern ein Segment von conslanter Fläche 
hestimmen. (Vergl. „Analyt. (leoin. der Kegelschnitte" Arti- 
kel 2.^)8.) 

Wenn ferner zwei sphärische Kegelschnitte diesel- 
ben n r e n n p II n k t e haben , so sind d i c T a n g e n t e n , w e 1 c h e 
man durch irgend einen Dnnkl des äiissern von ihnen 
nach dem innern ziehen kann, gleich geneigt gegen 
die entsprechende Tangente des ersteren; und es ist 
daher nach der Methode des llneiidlichkleinen (a. a. 0. Artikel 
262) der lleherschnss der Summe dieser zwei Tangen- 
ten über den z\\i sehen ihren Uerüiirnngsp linkten ge- 
legenen 11 o g e II des innern Kegelschnitts c o n s t a n t. 
Man erkennt diess Theorem als das reciproke von dem, welches 
wir im Eingänge des Artikels ausspraclien und als solches ist es 
in der That zuerst erhalten worden.*) 

233. Man soll den Ort des llurchschnitts von zwei 
sich rechtwinklig durchschneid enden Tangenten eines 
s|ihärischeii Kegelschnitts hestimmen. 


*) Von Graves, in seiner Uebersetrunfr clea frittier cnvHlmteu Mc- 
moirs von Chnatcs (ji. 77). 


Digilized by Google 



325 


Die Aut'^'al)u ist iiiontisdi mit dm' andci'i'ii auf Kegel Itezüg- 
licheii, wclclie den Kegel zu iiestimiueii verlangt, der von der 
Durclisilmittslinie zweier zu einander rechtwinkliger Tangenteii- 
ehenen eines gegebenen Kegels 



erzeugt wird. Sind nun die itichtungswinkel der Normalen zu 
diesen Tangentcnebeiien 

a. P, y , a , P , y , 
so erffdlen sie die Relationen 

A cos* a B cos* p C cos* / = 0 , 

A cos* a" + B cos* p' C cos* y" — 0; 

und wir erhalten üherdiess für a, ß, y als die Richtungswinkel 
der ihnen gemeinschafllichcn Normalen die andern Relationen 
cos* « ™ 1 — cos* a — cos* a", etc., 
so dass die Gleichung des Ortes durch Addition der vorigen Gleich- 
ungen in der Form 

vte* + + C'i* = (A + B + q {x^ + y-^ + s*) 

gefunden wird. Derselbe ist daher ein mit dem Rccipro- 
calkcgel des gegebenen coucyclischer Kegel. 

Es entspricht diesem Ergebniss das rccii>roke, dass die 
Enveloppe einer Sehne von 90^ in einem sphärischen 
Kegelschnitt ein mit dem Reciprokeii desselben con- 
focaler sphärischer Kegelschnitt ist. 

234- Man soll den Ort der Fusspunkte der Norma- 
len finden, welche von dem Brennpunkt eines sphä- 
rischen Kegelschnitts auf seine Tangenten gefällt 
werden. 

Die Methode zur Beantwortung dieser Frage ist ganz dieselbe, 
wie sie bei der entsprechenden Aufgabe der analytischen Geome- 
trie der Ebene angewendet wird und <lie Verschiedenheit tritt nur 
in der Interpretation des Resultats hervor. 

Wenn die Gleichung des sphärischen Kegelschnitts nach Ar- 
tikel 229 in der Form 

x‘ -F y* = /*, (< = ax + by + cz) 

geschrieben wirdj so ist die Gleichung iler Tangente 

-f !/>/' = 
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iinil die durcli den Punkt (xtj) gehende Normale dieser Linie ist 
durch 

(x' — a() tj — {y — hl) a- = 0 
ausgedrfickl. Die Einführung der aus diesen Gleichungen für a'.y', t' 
sich ergebenden Werlhe in 

+ y'2 = 0 

liefert für den gesuchten Ort die Gleichung 

(.r* + y*) {(«^+ 6'^ — 1) + '/) +2« {ax + by) + cV} — 0, 

in welcher die in den Klammern stehende Grösse, für sich mit 
Null verglichen, einen Kegel bezeichnet, dessen Kreis- 
schuilte der Ebene z parallel sind. 

235- Wir haben im Artikel 222 erkannt, dass die Delation' 
a sin A ß sin li + y sin C = 0 
nicht wie in der Ebene eine identische Relation zwischen den 
Normalen von irgend einem Punkte aus ist. Es bleibt daher noch 
zu untersuchen, wie die von irgend einem Punkte auf 
drei feste grösste Kreise gef ällteiiNor malen verbunden 
sind. Wir haben jedoch diese Aufgabe implicite bereits gelöst, 
da jede der drei Normalen das Coniplement einer der drei Ent- 
fernungen des Punktes “von den Polen der Seiten des Fundamen- 
taldreiecks ist. 

Sind daher durch a, b, c die Seiten, durch A, B, C die 
Winkel dieses Dreiecks bezeichnet, so sind die siuus ß, y der 
von irgend einem Punkt auf die Seiten gefällten Normalen durch 
die folgende Relation vereinigt, die nur eine Transformation der 
im Artikel 52 gegebenen ist, 

a- sin^ A ß'^ sin* 5 -f- y* sin* C 
+ 2|3>'sin .ß sin 6’ cos 0 -|- 2ycrsin 6’ sin ./i cos 6 -|- 2cr|3sin .^sin Bcosc 
= 1 — cos* A — cos* B — cos* C — 2 cos A cos B cos C. 

In dieser Form repräsentiert die Gleichung eine zwischen den 
drei Bogen «, ß, y bestehende Relation. 

Wenn wir eine Relation zwischen den Normalen erhalten 
wollen, welche von einem Punkte der Kugel auf die durch 
a=0, j3 = 0, y = 0 

dargestcllten Ebenen gefällt werden, so haben wir nur die rechte 
Seite der vorigen Gleichung mit r* zu multipliciereii und erkennen, 
dass diese Gleichung in a, ß, y die Transformation der eleinen- 
Uren Relation 
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+ y* + 2* = r'^ 

ist. 

Es erlifilll daraus , dass die linke Seile der vorigen Gltjichung, ' 
für sich mit Null verglichen, eine Transrormation von 
a:* + y* + = 0 

und daher der Ausdruck des imaginären Kreises ist, in welchem 
zwei concenlrische Kugeln sich schneiden, mit andern Worten 
der Ausdruck des imaginären Kreises im Unendlichen. 
(Vergl. Artikel 135 und „Analytische Geom. d. Kegelschnitte“ Ar- 
tikel 282.) 

236. Diese Gleichung erlaubt uns, die Gleichung der 
Kugel zu entwickeln, die einem gegebenen Tetraeder 
eingeschrieben ist. Wir bezeichnen durch 

a = 0, ß = 0. }• = 0, d = 0 

seine Flächen, und denken durch das Centrum der Kugel parallel 
zu den drei ersten unter ihnen Ebenen gelegt, so dass die von 
einem Dunkle der Kugel auf sie gefällten Normalen die Werlhe 
« — r, ß — r, y — r erhalten. Die Gleichung der Kugel ist somit 
(a — r)* sin* A -i- (ß — r)* sin* B etc. 

= r* (1 — cos* A — co.s* B — cos* C — 2 cos A cos B cos Cj. 

Sind dann L, M, N, P die Inhallszahlen der vier Flächen, 
so gilt die Identität 

La + ]Hß + Ny + Pd = r {L + M + N + P); 

wir können mit Hilfe derselben r eliminieren und das Resultat in 
folgender Weise schicklich schreiben: 

l = cos* J (bc ) , m — cos* ^ (ca ) , n = cos* ^ (ab) , 
p = cos* ^ (ad ) , q = cos* J (irf) , r = cos* ^ (cd ) , 

wo (ad), etc. die Winkel bezeichnen, welche die Ebenen 
« = 0, d == 0, etc. 

mit einander einschliessen. Dann ist die Gleichung der eingeschrie- 
benen Kugel 

Irqa^ -{- mprß"^ + nqpy"^ -F /mnd* 

-F (Ip — mq — nr) (aä -F pßy) -F ('«'/ — «c — Ip) (aißä + qay) 

+ (nr — /p — mq) (nyä ~F raß) = 0 *). 

*) Man kann die allgemeine Gleichung der einem Tetraeder ein- 
geschriebenen Flächen zweiten Grades in dieser nämlichen Form dar- 
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Von ihr durch einfache Zcichenänderungen zu 

den Gleichungfii der Kugeln, welche nur je eine unter den vier 
Flächen des Telraeders innerlich herfihren. 

237- I>ic G leichung eines heliehigen kleinen Kugel- 
kreises oder auch eines geraden Kegels wird leicht ge- 
funden. Der sinus der Entfernung irgend eines seiner Punkte von 
der Polare des Centrnnis ist constant, d. h. wenn 

a = 0 

diese Polare bezeichnet, ist die Gleichung des Kreises 
= cos* Q (** + y* + **)• 

Da hiernach alle Kreise der Kugel, welche nicht grösste 
Kreise sind, durch Gleichungen von der Form 

S = a* 

gegeben sind, so sind alle ihre Eigenschaften spccielle Fälle von 
denen der Kegelschnitte, die mit einem gegebenen Kegelschnitt 
eine doppelte Berührung haben. 

Man kann leicht die Theorie der Invarianten auf 
solche kleine Kugel kr eise an wenden. Sind 

** -h y* -j- z* — o* sec* p = 0 , (S = 0) , 

A* + y * + z^ — sec* p' = 0 . (S, = 0) 

zwei Kreise, so bilden wir die Bedingung, unter welcher 
A' 5 -p = 0 

in lineare Factoren zertällt. Für die Form derselben 
-}- A*e -F A0, -f z/, = 0 

ist 

J — — tan* (I, = — tan*?' 

& = sec* ? sec* ?' sin* D — 2 tan* ? — tan* ?', 

0, = sec* ? sec* ?' sin* D — 2 tan* ?' — tan* ? , 
für D als die Entfe.rnung der Centra. Für zwei Kreise in einer 
Ebene sind die entsprechenden Werthe 

^ — r*, - r'*, 

0 = _ 2r* — /*, 

0, = /)* — 2r'* — r*. 

Wenn daher eine Invarianten-Belation zwischen zwei Kreisen 

stellen , sobald voraus|;esctzt wird , dass /, m, n, p, q, r scclis unbestimratu 
Coofficienten bezeichnen; man bewährt dicss leicht. (Vcrgl. „Analyt. 
Oeom. d. Kegelschn.“ Artikel 13C.) 


Digitized by Google 



329 


in der Ebene als eine Function ihrer llalbinesser und ihrer Cen- 
traldistanz ausgedrückl ist, so wird die entsprechende Relation für 
zwei Kreise einer Kugel aus ihr erhalten, indem inan für 
r, /, D die Werthe tan r, tan r, sec r sec r sin D 
einsetzt. 

So berühren sich zwei Kreise in einer Ebene, wenn die Dis- 
criininante der obigen cubisclien Gleichung verschwindet und die 
Bedingung der Berührung ist daher 

entweder D — Q oder Z) = r + /. 

Die der letzteren Bedingung entsprechende Relation für Kugcl- 
kreise ist daher 

tan r + tan r = sec r sec r sin D 

oder 

sin D = sin (c + r). 

Wenn ferner zwei Kreise in einer Ebene dem nämliclieii 
Dreieck respective eingeschrieben und unigescliriehen sind , so be- 
steht die Invarianten-Gleichung 

und es entspringt aus ihr zwischen den Halbmessern und der 
Ceiitraldistanz beider Kreise die Relation 
D‘ = Ä* — 2Är. 

Ihr entspricht für den eingeschrieheneii und den umgeschrie- 
henen Kreis eines sphärischen Dreiecks die Relation 

sec* R sec* r sin* D = tan* R — 2 tan R tan r. 

Wir könnten in derselben Weise die zwischen dem einge- 
schriebenen und umgeschrichenen Kreise eines sphärischen Poly- 
gons bestehende Relation entwickeln. 

238. Nach Artikel 235 ist die Gleichung eines kleinen Kugel- 
kreises oder eines geraden Kegels in Dreilinien-Coordiuaten noth- 
wendig von der Form 

o* sin* A + sin* 5 -(- y* sin* C 
+ 2^y sin .ß sin Ccos a 2j'asinCsin.<Zcosft -|- 2«^sin ..Zsinßcosc 

= (/« + mß + nyf. 

Wenn nun der betrachtete Kugelkreis dem Fundamen- 
taldrcieck aßy umgeschrieben ist, so müssen die Coefficien- 
ten von «*, |3*, y* verschwinden und wir müssen daher 
/« + mß -f- ny = « sin A + ß sin B + y sin C 
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haben, d. h. wie schon vorher bewiesen ist, diese Gleichung re- 
präsentiert die Polare des Centrunis des unigeschriebenen Kreises. 

Die Substitution dieses Werthes liefert die Gleichung des be- 
trachteten Kreises in der Form 

ßy tan ^ o -|- y« tan ^ 6 aß tan J c = 0*). 

Die Gleichung des eingeschriebenen Kreises wird genau in 
derselben Form erhalten, wie in dem Falle der ebenen Dreiecke, 
nämlich in der Form 

cos 4 A }/(aj -j- cos ^ 5 ylß] -f- cos ^ C /ijö = 0. 

239. Wir wollen diese Ergebnisse zur Untersuchung der 
von Hart gegebenen Uehertragung des Satzes vom 
Feuerbach’schen Kreise auf sphärische Dreiecke an- 
wenden. Das bezügliche Theorem behauptet, dass die vier ein- 
geschriebenen Kreise ein(^s sphärischen Dreiecks von 
einem und demselben fü n ften Kreise berührt w erden. 

Die Reciprocalgleichung der im Anfang des vorigen Artikels 
gegebenen Gleichung ist 

+ ?* — 2»)? cos ^ — 2?i cos B — 2|i? cos C 

— (i'i + m'ri + n'f)* = 0, 

indem m\ n' die Coordinaten des Centrums des Kreises bezeich- 
nen; die Reciprocalen der vier eingeschriebenen Kreise sind da- 
her durch 

I* + »J* + cos A — 2?| cos' B — 2|»? cos C 

- (« ± »J ± ?)* = 0 

dargestellt. Für die Gültigkeit der obern Vorzeichen erhalten wir 
zur Bestätigung die Form 

t/f cos* \ A -{■ a cos* \ B + Iri cos* ^ C ~ Q 
als aequivalent. 

Die Linie 

+ I“ >? + »’?= 0 

berührt diesen Kreis, wenn die Bedingung 

cos J i. + cos J B j/fi -|- cos 4 C j/ V = 0 


•) Für XD« sin A, y ß sin B , z = y sin C wird sic auf 


gebracht. 


x’ 1 * -}- 2yz cos a -|- 2zjc cos b ‘Zxy cos c 

— (te my Hi)* := 0 
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ciTüIlt ist und wir erkennen durch wiederholte Anwendung dieser 
Bedingung, dass die vier Kreise 

I* + »J* + cos .1 — 2?^ cos Ä — 2§>) cos C 

— (I ± »1 ± ?)" = 0 

sämmtlich durch den Kreis 

I* + V + cos ,,4 — 2 cos 5 — 2^ cos C 

— cos (B—q + t} cos (C—J) + S cos (A—B)y = 0 

bcriihrl werden. Die Coordinaten seines Centrums sind 
durch 

cos (Ä — C], cos (C — A), cos (J — B) 

ausgcdrückt und dasselbe liegt da li er in derjenigen I.,i nie, 
welche den Durchschniltspunkt der drei ilühen mit 
dem Durchschnittspunkt der drei Seiteiihalhierungs- 
liuien verbindet. 

Denn die Coordinaten des Durchschnilts der Höhen sind 
cos B cos C, cos C cos A, cos A cos B , 
und die des Durchschuittspunktes der Seitenhalbierungslinien sind 
sin B sin C, sin C sin A, sin ,4 sin B. 

Die Tangente des sphärisc-hen Radius dieses Krei- 
ses ist die Hälfte von der Tangente des sphärischen 
Radius des umgescbriehenen Kreises. 

Diesen Satz oder die Relation 

tan p = tan Ä 

kann man wie folgt erhalten. Bekanntlich sind die Verbindungs- 
linien eines bclichigen Punktes der Kugel mit den Ecken eines 
Dreiecks durch eine Relation mit einander verbunden. Wenn die 
Ecken des Dreiecks Centra von Kreisen von den Halbmessern 
9, Qf q" sind, so erhält man durch Substitution von 
+ p'+Ä, p+Ä 

für die Entfernungen des Centruras des sie alle berührenden Krei- 
ses aus dieser Relation eine quadratische Gleichung zur Bestim- 
mung von R. deren Wurzeln die Radien der Kreise sind, welche 
die gegebenen alle innerlich oder äusserlich berühren. Der Radius 
des innerlich berührenden Kreises für die drei dem Dreieck äusser- 
lich eingeschriebenen Kreise wird so durch die Formel 
tan p = tan R 
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erhalU-n, «ährend dm' Hadiiis 9 ' des dieselben Kreise äusserlieh 
berührenden Kreises dnreb 

u,„s- = I; !! : ■+£) iL ! L U» + ") «•' I <" ±jL _ j 

COS s y ■jsiiiÄ.sin(s — a) sin (s — t)sin(s — c)}- 
dargeslelll ist. 

240- Die direcle Untcrsucliung «ürde in folgender Weise zu 
fübren sein. Kür 

2 s = n + 6 + c 
und 

as — A = X, ßs — B = y, ys — C ~ z 
ist die Gleichung des eingeschriebenen Kreises 

ar* + y'* + + 2yz cos a + 2 za: cos b Ixy cos c 

— {a; cos {s — a) ■+ y cos (s — b) + z cos (s — c)}^ = 0 , 
denn sic ist äquivalent mit 

x^ sin'^ (s — «) + y‘‘ siii'' (s — ft) z'^ sin® (s — c) 

+ 2 yj { cos <1 — cos (s — ft] cos (s — c)} 

+ 2 zx {cos ft — cos (s — c) cos (s (l)} 

+ 2 xy { cos c — cos (s — a) cos (s — ft) } = 0 , 

oder mit 


a'® sin® (s — a) + y® sin® (s — 'ft) -f- z® siii 


c) 


— 4y2 sin (s — ft) sin(s — c) — 4ia; sin(s — c) sin(s — a) 

— 4a-y sin(s — o) sin(s — ft) = 0. 

Aus ihr gehen aber die Gleichungen der drei andern Kreise, 
«eiche dem sphärischen Dreieck eingeschrieben sind, hervor durch 
die respeclive Veränderung der Zciclieu von a, ft, c und man er- 
kennt sodann, dass alle vier Kreise durch deu füidlen berührt 
sind, dessen Gleichung ist 

a'® + y® + 2® + 2 y 2 cos a -4- 2zx cos ft + 2 ay cos c 
( cos .J ft cos 4 c cos 4 c cos 2 “ ^ i ^y® 

i ^ cos 4 « ^ ros 4 ft * cos .4 c I 


= 0. 


cos 4 ft 


Für z “ 0 geht aus derselben zur Beslimmung der von ihm 
mit der entsprechenden Dreiecksseite hestiinmten Durchsclmitts- 
punkte, d. i. zur llerechuung des Verhältnisses a : y die Gleichung 


0 - 


cos® 1 ft cos® 1 c 


_2 ' 

cos® 4 


^ a® + 2ay (cos c — cos® 4 c) 


/ _cos®.„cos^cN 
\ cos'^ ib / *' 
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hervor, welclie in die Factoren 

(l _ (i - _ 0. 

\ cos i fl / \ COS ^ h / 

(i + J, = 0 

. \ cos fl / \ cos .* h / 

zerfällt. Itie Form derselben zeigt, dass die Verbindungslinien die- 
ser DnrcbscbniUs|uinkte der Seiten mit den respectiven ('.egenecken 
zwei Systeme von drei Linien bilden, welclie durch einen l'nnkt 
gehen. 

Da nach der allgemeinen Lleichung des betrachteten Kreises 
durch 

, cos l b cos c , . . „ cos A c ros .* a 

A -f ß sm B ■— 

cos A O cos A b 


-f y sin 


cos A fl cos \b 
— — — — 0 


oder 


a tan ^ a ß tan \ b y tan c — 0 
die I’olare seines Centrnms dargestellt wiril, so erkennt man ans 
der Bemerkung, dass 

ßy tan ^ a ya tan .V b -}- aß tan c = () 
ilie (lleichung des nmgescliriebenen Kreises ist, die Lage der 
drei Dnrrhsrhnittspunkte dieser I’olare mit den Seiten des Drei- 
ecks. Man findet sie, wenn man durch jede Krke eine gerade 
Linie zieht, welche mit den in ilir ziisaminenstossenden Seiten den- 
selben Winkel macht, wie die Tangente des iimgeschriehenen Krei- 
ses in diesem Dunkle mit denselben Seiten. 

Indem man dann die Gleichung der Polare in der Form 
a cos (S — A) + ß cos (S — B) y cos (S — C) = 0 
schreibt, erkennt man, dass das Centrum des Ilarl-Feuerbach'- 
schen Kreises in der Verbindungslinie des Cenlrums des nnige- 
schriebeiien Kreises mit dem Pole des grössten Kreises 


« cos A + ß cos B + y cos C = 0 
enthalten ist, der für das ursprüngliche Dreieck und das von den 
Fiisspunklen der llöhenjierpendikel gebildete Dreieck die .\chse 
der Homologie ist. 

Eine andere Conslruclion dieses Cenlrums ergiebt sich aus 
folgenden Betrachtungen. 

Die Verbindungslinien der Erken des Dreiecks mit dem Cen- 
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trum des umgescliriehencn Kreises und die von den Ecken a»is 
gehenden Perpendikel mif die Verbindungslinien der Seilenmittel- 
pnnkt(‘ machen mit den Seilen des sphärischen Dreiecks gleiche 
Winkel. Die Coordinalen des Dnrchschnillspnnklcs dieser lelzlereii 
Perpendikel sind durch 

sin (S— 5) sin (S — C}, sin (S— C) sin (S-—J), sin {S—A) sin [S—B] 
dargestelll, während 

sin (S — A) , sin (S. — B) , sin (S — C) 

die Coordinalen des Centrnms des nmgeschriebenen Kreises be- 
zeichnen. 

ln der Verbindnngslinie jenes erslereii Dnrchschnilt.spunktes 
mit dein Cenlrnm des Fenerbach'schen Kreises 

cos (.ß — C), cos (C — A), cos (A — B) 
liegt auch der Punkt von den Coordinalen 

ros A , cos B , cos C 
und man erhält daher die folgende Consirnclion für das fragliche 
Ontrnm; Man zieht durch jeden der Eckpunkte eine Linie, wel- 
che mit einer der Seiten denselhen Winkel bildet, welchen das 
Perpendikel auf die Cegenseile mit der andern einscbliessl ; man 
verbindet den Dnrchschnitlspunkl dieser drei Linien mit dem Dnrch- 
srhnillspunkt der von den Ecken auf die Verbindungslinien der 
Millelpmikle der Seiten respeclive gefällten Perpendikel und erhält 
das gesuchte Cenlrum da, wo die.se Verbindungslinie von derjeni- 
gen geschnitten wird, welche den Durchsclmill der llühenperpen- 
dikcl mit dem Durchschnitt der Seilenhalbierungslinien verbindet*}. 


•) Die ncmcrkiing des Artikel 237 , nach welcher die Eigenschaften 
von Kugelkrci.sen denen von Kegelschnitten entsprechen, welche mit 
einem gegebenen Kegelsclinitt eine doppelte Herührnng h.ahen, zeigt, 
da.ss in der Ebene der folgende Satz glcichieilig hierdurch bewiesen i.st: 
Dnrehdreigegebenernnkto können vier Kegelschnitte be- 
schrieben worden, welche mit e in e ra gegebenen Kegel- 
schnitt in doppelter H e r ii li r u n g sind und diese werden s ii m m t- 
licli von einem fünften Kegelschnitt berührt, der gleich- 
falls mit jenem ersten eine doppelte Iteriibrnug hat. 
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